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Vorwort. 



Die vorliegenden „Studien^^ erheben keinen Anspruch darauf^ 
ein geordnetes Lehrbuch oder eine vollständige Aufgaben- 
sammlung zu sein; sie enthalten vielmehr eine Reihe von unter 
sich nicht immer zusammenhängenden Untersuchungen, welche 
Verfasser im Laufe der letzten zehn Jahre angestellt und zum 
Theil in verschiedenen Fachzeitschriften veröffentlicht hat. Die 
Schrift kann daher nur als ein Supplement zu den sonst 
vorhandenen Lehrbüchern über Differential- und Dif- 
ferenzengleichungen gelten. Eben deswegen sind auch 
Sätze und Aufgaben, die sich anderswo finden, absichtlich 
möglichst ausgeschlossen worden; wenn aber solches nicht 
anging, wurden genaue Quellenangaben beigefügt. Aus dem 
Inhaltsverzeichniss wird man übrigens leicht erkennen, welchen 
besonderen Kapiteln der ausführlicheren Lehrbücher die ein- 
zelnen „Studien'^ einzureihen wären. 

Nur die Studien XVIII bis XX mit den entsprechenden 
Aufgaben Nr. 62 ff., welche die transcendente Auflösung 
der trinomischen und »höheren algebraischen Glei- 
chungen sowie die Anfänge einer Theorie der Differential- 
resolventen enthalten, dürften einen solchen Anschluss nicht 
finden, insofern als jene Partieen bisher blos in einigen eng- 
lischen und italienischen Abhandlungen berücksichtigt wor- 
den sind. 

Von den Differenzengleichungen werden nur lineare in 
Betracht gezogen und zwar wegen ihrer innigen Verwandt- 
schaft mit entsprechenden Differentialgleichungen und der Be- 
deutung, die sie in der Theorie der hypergeometrischen Func- 
tionen besitzen. — Ein besonderer Nachdruck wurde immer 

a* 



IV Vorwort. 

auf die Herstellung gewisser Normal formen gelegt, welche 
so ausgewählt sind, dass sie genau der Gauss 'sehen Normal- 
form für die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
entsprechen, beziehentlich auf diese führen. 

Der am Schlüsse folgende Anhang bringt eine Reihe ver- 
wandter Aufgaben, welche den einzelnen Kapiteln nur des- 
wegen nicht eingereiht worden sind, weil anders die an sich 
schon mit Beispielen ausgestattete Theorie allzugrosse Unter- 
brechungen erlitten hätte. — Die Aufgaben sind durch die 
vorhergehenden „Studien" hinreichend vorbereitet und die 
Lösungen mehr oder weniger ausführlich angedeutet. 

Der Verfasser. 
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Erstes Kapitel. 

Transformation nnd Integration verschiedenartiger 

Differentialgleichungen. 

Studie I. 

Die Transformation der Differentialgleichungen von Piinkt- 

in Liniencoordlnaten. 

A. Nieht homogene Coordinaten. 

Durch die Gleichung 

ux -{- vy '\- 1 = 

wird bei veränderlichen Werthen von u und v die Gesammt- 
heit aller Geraden einer Ebene dargestellt, welche durch den 

Punkt Xf y gehen und auf den Coordinaten axen die Strecken 

1 1 . ■ ' 
und abschneiden. Denken wir uns eine dieser Ge- 

raden mit der unendlich benachbarten, deren Gleichung 

(w + du)x + (ü + ^^)y +1=0 
ist, zum Schnitt gebracht, so sind die Coordinaten des Schnitt- 

punktes 

dv 

y- 



X = — 



du 



udv — vdu' ^ udv — vdu^ 

während der Richtungscoefficient beider durch -,- = — — aus- 
gedrückt werden kann. 



dx 



V 



a) Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Wenn diese Substitutionen in eine Differentialgleichung 
erster Ordnung eingeführt werden, so wird sich selbige formell 
erheblich ändern, geometrisch betrachtet stellt sie indessen 
immer noch das ursprüngliche Curvensystem dar, nämlich in 
Liniencoordinaten. — Zuvor ist es aber zweckmässig, obige 

HBYMA.NN, Studien. 1 
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/. *^ Ausdrücke dadurch umzugestalten, dass man für u und v be- 

'•• "ziehentlich und — schreibt; man erhält so 

/^N dv dv dy dy 

^ ^ du ^ ^ du ' dx ^ dx ^ 

Diese letzten Substitutionen kann man nun mit Yortheil bei 
der Integration gewisser Differentialgleichungen erster Ordnung 
verwenden. 
Ist 

eine DiflFerentialgleichung, deren Integral 

bekannt ist, so ordnet sich dieser Differentialgleichung stets 
eine andere, im Allgemeinen von ihr verschiedene zu, wenn 
man die Variabelen u und v in der oben angezeigten Weise 
durch X und y ersetzt. Das Integral der neuen Gleichung ist 

alsdann das Resultat der Elimination von u, v, t- aus den 

' ' du 

Gleichungen F =0, Fj^ = 0, x = ^, V ^^'^^ 2 ^' ^'^' ^^ 

ist gegeben durch die beiden Gleichungen 

jP(w, ux — y, a;) = 0, 2^i(w, %ix — y, c) = , 

in welchen u als Parameter anzusehen ist. 

Ein besonders einfacher Fall wird der sein, wo die Diffe- 
rentialgleichung JP=0 linear ist, imd er tritt ein, wenn die 
in Punktcoordinaten gegebene Gleichung folgende Form hat 

(2) x,p{y') + yii,(y') + x(y') = 0, 

denn diese geht mittelst der Substitutionen (1) über in 

^ ^ du cp{u) + utjf{u) ' . 

welche leicht integrirt werden kann. Da übrigens die Inte- 
gration von (3) auch dann keine Schwierigkeiten hat, wenn 
x(u) mit einer beliebigen Potenz von v multiplicirt ist, so 
lässt die entsprechende Gleichung 

(4) xq>{y) + yt(y') + {xy' — y)'^x{y) = , 

wo m ein beliebiger Exponent ist, ebenfalls eine geschlossene 

Integration in Liniencoordinaten zu. 



von Punkt- in Liniencoordinaten. 3 

Eine Ausnahme tritt ein, wenn (p(u) + w^(w) identisch 
verschwindet. Dann ist (3) nicht zu gehrauchen; während- 
dessen reduciren sich aher die heiden Gleichungen (2) und (4) 
auf die bekannte Clairaut'sche Form 

ß) Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Um die Substitutionen auch bei der Integration von Diflfe- 
rentialgleichungen der zweiten Ordnung benützen zu können, 
betrachten wir u als unabhängige Variabele und bilden 

„ \dx} du 1 1 

^ dx ■ dx dx d^v 



du du^ 
Man kann alsdann jeder Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung eine andere an die Seite stellen, und ist die eine integrirt, 
so ist es auch die andere. Führt man nämlich in eine Diffe- 
rentialgleichung 

deren Integral 

Fi{Uj V, \, 'k^) = 

irgendwie ermittelt ist, die erwähnten Substitutionen ein, so 
erhält man eine Differentialgleichung in den Variabelen x und y. 
Das Integral dieser Gleichung wird dann gefunden, wenn man 
die Gleichungen 

■n r\ dv dv 

1 ' du ' ^ du 

berücksichtigt oder, mit anderen Worten, wenn man ii und v aus 

eliminirt. 

Sehen wir zu, welche Gleichung der linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

(5) g + /iW|= + ^» = 0, 

deren Integral 

(a) V = Äi 9i (u) + Äg 92 (w) = 9 W 

heissen möge, entspricht. Wir finden 

1* 
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tf 



y = 



oder 

wobei für fi{y') + J/YsC?/') ^^^^ ^sCj/') geschrieben wurde. Das 
Integral der Gleichung (6) ist nun gegeben durch 

(b) x = q)\ii)y y = u<p\u) — 9(1*), 

wo g)(u) das allgemeine Integral der Gleichung (5) bedeutet, 
u aber als Parameter zu betrachten ist. 

Man bemerkt, dass die eben integrirte Differentialgleichung 
(6) in die Classe der homogenen gehört; es lassen sich sonach 
alle homogenen Differentialgleichungen, welche unter die Form 
(6) fallen, auf lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
zurückführen. Da das Integral, welches durch die Gleichungen 
(b) gegeben ist, im Allgemeinen keiner weitern Reduction 
unterliegt, so ist klar, dass der hier eingeschlagene Integrations- 
weg der directeste ist. In der That, behandeln wir die Glei- 
chung (6) in gewöhnlicher Weise, setzen wir 

" ' y s 

y =Q, y =p^ x=^' 

so erhält sie die Gestalt 

und ihre Integration käme zurück auf die Integration von 

dp ^ F(p, t) 
dt p — t 

oder 

Diese Differentialgleichung erster Ordnung lässt sich nicht 
direct integriren, ihr Integral kann nur aus dem der Gleichung 
(5) hergeleitet werden; man hat nämlich 

y^_ ucp'(u)^cp{u) ^^y'^^ 

X cp {u) if u } 

mithin 

^ qp (jp) 

als vollständiges Integral der Gleichung (7). 
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Machen wir eine Anwendung auf die nachstehende Gleichung 

(8) (^2 + h^^ + ^2«^") ^.- + K + &iw) d^ + ^0^ = . 

Führt man hier die Substitutionen 

/ / dv d*v 1 

u = y, v=xy -y, ^- = x, ^^ = ^ 

eiu; so erhält man folgende homogene Differentialgleichung: 

(Q\ ^" = <^2 + hv' + <^2y'^ 

^ ^ ^ ccx + ßy -\- y ocy' ' 

wobei a = -T «j, ß = a^^ y = — ^%'\- ^\)j sowie «g? ^2? ^2 
beliebig gegebene Zahlen sind. 

Das Integral dieser Gleichung fliesst nun aus 

unter q)(u) das allgemeine Integral der Gleichung (8) ver- 
standen. 

Behandelt man Gleichung (9) in gewöhnlicher Weise, so 
hat man nach der vorigen Bezeichnungsart 

Diese Gleichung kommt zurück auf 

(10) (a, + h,p + c,p>) ^ = {p-t){a + ßt + rp) , 

und das Integral dieser letzten lautet 

wenn 9 das vollständige Integral der Gleichung 

(«2 + hP + C2P') -^ + («1 + ^iP) df" + ^o9 = 

bedeutet 

Das letzte Resultat ist insofern bemerkenswerth, als wir 
später in Studie II zeigen werden, dass sich die Differential- 
gleichung 

(a + 26a; + ex') g 

+ Ax' + By' + 2Cxy + 2Dx + 2Ey -\-F=0 
auf Gleichung (10) zurückßlhren lässt. 
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B. Homogene Coordinaten. 

Am einfachsten gestaltet sich die Vertauschung von Punkt- 
und Liniencoordinaten^ wenn mau die Differentialgleichung in 

homogenen Coordinaten auffasst, also -^ und -^ statt x und y 

M/o M/n 

schreibt. Die Differentiale dy, dx und xdy — ydx (wenn sol- 
ches vorkommt) werden proportional den Differentialen 

SO dass man eine Gleichung von folgender Gestalt erhält: 

/\Xh^ Xof Xo% XaCvXo '^^^ X^CvX^y X^ttX^ "~" Xj^UXoy X-tCiXa ^~" XaCiX-t) ^^ \J y 

welche sowohl homogen in den x, als auch in den Differen- 
tialen ist*). Diese Gleichung geht natürlich in die nicht homo- 
gene Form zurück, wenn man x^ =: x, a^g = y, Xq = 1 setzt. 
Eine Differentialgleichung f=0 ordnet jedem Punkte 
eine oder mehrere Richtungen zu, welche wir durch Linien- 
coordinaten ausdrücken können; d. h., die Elemente der Diffe- 
rentialgleichung lassen sich darstellen durch die gleichzeitig 
bestehenden Gleichungen 

fipl^h «••) = fi^U ^29 ^3) ^U «*2; ^s) == 

(a) (XiU^) == x^u^ + X2U2 + XqUq = 

Die letzte Relation drückt aus, dass die Gerade (XiUt) == 
durch den Punkt Xi der Curve / = geht; soll diese Gerade 
in jenem Punkte Tangente sein, so fordert dies noch die Be- 
dingung 

(b) u^dxi + WgC^a^a + ^^dx^ = 0, 

und diese in Verbindung mit (a) führt auf folgende Proportio- 
nalitäten: 

Ui = ^{x^dx^ — x^dx^, % = ^(x^dx^ — ^^^3), 

W3 = liix^dx^ — x^dx^, 

unter /x an dieser, wie an allen anderen Stellen dieses Ab- 
schnittes einen Proportionalitätsfactor verstanden. Setzt man 
die Ui in die Gleichung /*= ein, so erhält man thatsächlich 
eine Differentialgleichung der besprochenen Form. 

Wird der Punkt als Schnitt zweier benachbarter Geraden 
aufgefasst, so hat man der Gleichung (a) die Bedingung 

*)Man vergleiche: Clebscli-Lindemann, Geometrie. DieConnexe. 
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(c) x^du^ + x^dUi + x^du^ = 

an die Seite zu stellen. Aus beiden folgen die Proportionali- 
täten 

x^ = ii(uj^dti2 — ^2^1*1), 

und diese ergeben, in /*=0 eingeführt, 

fiji^du^ — u^du^, u^du^ — ti^du^y u^du^ — u^du^'^ Wi?W2>^3) = 0, 

d. h. die Differentialgleichung in Liniencoordinaten. 
Es stellt also die Gleichung 

f{Xiy Ui) = f(Xi, x^, X^', Wi, W2, Wg) = 

in Verbindung mit 

(XiUi) = x^Ui + a;2t*2 + ^3% = ^ 
eine Differentialgleichung in Punktcoordinaten dar, wenn für 
die u die Differentiale, gebildet aus den x^ genomme^ werden; 
sie stellt eine Differentialgleichung in Liniencoordinaten dar, 
wenn für die x die Differentiale, gebildet aus den u, genommen 
werden. 

Denken wir uns, die Differentialgleichung sei in Punkt- 
coordinaten integrirt, dann ist auch das Integral der Differen- 
tialgleichung in Liniencoordinaten durch eine Parameterdar- 
stellung gegeben. Denn lautet das Integral in Punktcoordinaten 
(p{xi) = 0, so hat man für das Integral in Liniencoordinaten 
gleichzeitig 

f(Xi, Mf) = , (XiUi) = , (p {Xi) = . 

Die Elimination der Xi aus diesen drei homogenen Gleichungen 

resp. aus ^ = und (iUi=' ^ würde auf ein Resultat von 

der Form 

t{ui) = 

führen, welches das Integral der Differentialgleichung in Linien- 
coordinaten sein muss. 

Umgekehrt kann man durch die Lösung eines rein alge- 
braischen Problems das Integral in Punktcoordinaten finden, 
wenn dasjenige in Liniencoordinaten gegeben ist. 

Nehmen wir folgendes Beispiel. 

Die Differentialgleichung 
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— (a^x^ + a,xy + a^y^) ^ + Q>^x^ + \xy + K,y^) 

+ (^0^' + ^1^2/ + c^2/') (^ ll — 2/) = 0^ , 

deren Integration als Jacobi'sche Form keine Schwierigkeit 
hat, lautet in homogenen Coordinaten: 

(cTq^/i "T" Cl\X\Xa ~|~ CvaXa j \X.)OiXo ~~^ XaClOCa) 1 

Transformirt man dieselbe in Liniencoordinaten, so hat man 
zu setzen 

Xi = fi(ti2chiQ — Wgdwg) X2dx^ — x^dx2 = fiu^ 

etc. etc. 

und man erhält bei anderer Anordnung der Glieder 

(»0% + 6o^2 + ^0^8)(**2^% — U^dU2Y 

oder, wenn man wieder die nicht homogene Form herstellen 
wollte (t<i = ti, U2 = Vj Uq = l)j 

— K«* + \^ + ^o) (1^) 

+ («1^* + \^ + c,) (1^) + (a2U + 1)2^ + c,) = . 

Das Integral dieser Differentialgleichung lässt sich demnach 
aus dem Integral der Jacobi' sehen Gleichung ableiten. Nach 
demselben Princip kann man auch die allgemeinere Gleichung 
n^^ Grades 

UqXj^ + UiX^'"-^X2 -I h Un--lXiX2''-'' + UnX2^ = 0, 

in welcher 

Uk = «jfc«*! + hkU2 + CkU^, Xi = ^(WgdWg — u^du^ etc. 
ist, integriren. 

Einführung homogener Constanten. 

Wir behandeln einige andere Differentialgleichungen in 
homogenen Coordinaten, deren Integrale bezüglich ihrer Form 
vielleicht Interesse haben dürften. 
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1. Sei die DiflFerentialgleichung 

in welcher n und die a gegebene Zahlen sind, vorgelegt. Fasst 
man sie zunächst in Liniencoordinaten auf, so lautet sie: 

+ a2U2^(uQdUi — u^du^) + a^u^^^u^du^ — ifg^^) = ^; 
und dann hat ihre Integration keine Schwierigkeit; man findet 






1— n 



«3^2 



1—» 



1—n 



a^u 



1—n 



= const. 



Den letzten Ausdruck kann man durch die folgenden beiden 
ersetzen: 

(«) C^a^ +C.^a.^ + C's^s =0 

iß) C.u,'-'' + C,u,^^^ + C.v,'-^ = oj ' 

wobei die C willkürliche Zahlen sind. Diese zweite Form des 
Integrals wird sich in der Folge als zweckmässig erweisen, 
wie überhaupt die Einführung dreier willkürlichen Constanten 
bei Differentialgleichungen in Dreieckscoordinaten nicht selten 
Berechtigung zu haben scheint. Von der Richtigkeit des Inte- 
grals überzeugt man sich, wenn man aus den letzten beiden 
Gleichungen und dem Differential 

CiU{~^du^ + C^u^^dti^ + C^u^~^du^ == 
die C eliminirt; man erhält 





«1 


«2 


«3 


— 


!(/-» 


«2^-« 


<-"" 




ti^'-'^dti^ 


uf-'^du.^ 


«3 ''rfWg 


— (Wl Ih %)""* • 


[a^u^^Xy^ 


+ a^u^x^ 


und hierbei 


hat 







<^3 ^'3^**^3 } > 



eine dem integrirenden Factor nicht fernstehende Bedeutung. 
Fassen wir die Gleichung (1) in Punktcoordinaten auf, so 
bekommen wir folgende Differentialgleichung n*®^ Grades: 

Cv| X\ yx^ (X 3/Q "~~" o/Q Ol Xa) 
+ a2X2(xQdx^^ — x^dx^y + a^x^{x^dx2 — oc^dx^"* = 0. 

Ihr Integral ist enthalten in den gleichzeitig bestehenden Glei- 
chungen 
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(1) 
(«) 
(ß) 



a^x^u^^ + a^x^u^^ + a^x^u^^ = 
Ci«! + C^a^ + CgOj =0 



(Xitii)== iCit*! + X2U2 + iPgWg =0 

Diese vier Gleichungen können wir jedoch durch zwei ersetzen, 
welche die Ui nicht mehr enthalten. Denn es lassen sich für 
die Ui drei proportionale Ausdrücke 

JL J_ JL 

ausfindig machen, welche die Gleichung (1) identisch erfüllen, 
weil (a) besteht, und welche die anderen beiden Gleichungen 
(j3) und (XiUi) = in einen und denselben Ausdruck 



1 n— l 



n- 



1 n— 1 



überführen. Verbindet man letzteren mit der Bedingung (a), 
so hat man das vollständige Integral der Gleichung (1) in 
Punktcoordinaten. Bei Aenderung der Constanten lässt es 
sich auch folgendermassen schreiben: 

(a) C^^a^ + Ca^aa + C^^^a^ =0 

{^^j n — 1 n — 1 n — 1 

W C,x,~-^ C,X2^+ C,x,~= j 
Der Fall n = 1 bildet eine Ausnahme; er führt auf 

ijj^Oa— «»/p^a.— ai/jjgai-Oa = COUSt. 

Um aus dem allgemeinen Integral (2) das singulare ab- 
zuleiten, haben wir die beiden Gleichungen (a) und (b) nach 
den willkürlichen Constanten d zu difiFerenziren und letztere 
zu eliminiren. 'Da es jedoch nur darauf ankommt, dass die 
Verhältnisse der d willkürlich gedacht werden, so kann man 
irgend eine dieser Zahlen gleich der Einheit nehmen. Je nach- 
dem nun Ci, C2 oder C^ in dieser Weise specialisirt wird, 
erhält man durch Differentiation 



a2C2--^dC2 + (hC,--'dC,=0, 



«— 1 



n— 1 



X 



2 



" aCj+ x," 8G,==0, 



a3(73«-ia(73+aiCi"-i8(7i=0, 



n— 1 



»1—1 



x^" dC,+ xi" ac7i=o, 



n — 1 n — 1 

xi^8C^+ Xi~ 8C^ = 0. 
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Hieraus folgen für die Ci folgende Proportionalitäten: 

_i_ 1^ _i_ j_ _i_ 1 

Cr 1 — n n /nf 1 — n n r^ 1 — n n 

und diese ergeben, sowohl in (2a), als auch in (2b) eingesetzt, 



Diese Gerade genügt der vorgelegten Differentialgleichung 
singulär. 

Um das singulare Integral aus der Differentialgleichung 
abzuleiten, hat man einen analogen Process mit den Diffe- 
rentialen Ui vorzunehmen. Liegt vor 

f=f{Xi, X2, X^', Wi, U2, %) = 
(XiUi) = X^U^ + X2U2 + ^^3^8 = Oj ' 

und wird diese Differentialgleichung in Punktcoordinaten auf- 
gefasst, so ergiebt die entsprechende Differentiation 



X2 du^ + x^ du^ = 



x^du^ + x^dUi =0 



dui ^ ' dUf ^ 
Xi du^ + x^ du^ = 
und hieraus fliessen folgende Proportionalitäten: 

_ df _ df _ df 

^^i^'äiir' ^^^~~d^' ^^3"""ä^* 
Aus diesen Ausdrücken und der Gleichung /*= hat man 
schliesslich die Ui zuf\|^liminiren; An Stelle der Gleichung 
/*=0 kann man einfacher die Identität (a;,w,) = verwenden, 
denn nach dem Euler' sehen Satze für homogene Functionen 
v^^ Grades hat man die Beziehung 



und weil 

so ist 

Für unser Beispiel 



^''^^-Ife-^»' 



df _ 



vf= (lUXiUi. 
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findet man hiernach 

1 



^Xi == naiXiH-^"^, d. h. iu = ^'a/ "" , 

welche Werthe, in (XiUt) = eingeführt, dasselbe singulare 
Integral ergeben, welches wir früher fanden, nämlich 

1 1 1 

1 — n 1^ 1 — H _i 1 — n /% 

Die soeben gewonnenen Resultate weisen auf einen sehr 
kurzen Weg hin, das Integral der Differentialgleichung 

(3) a,x,^u^^ + agic/'tig« + a^x^^ii.^^ == 

> 

tv< ' LL\XaCi Xa ^~~ XoG/Xa) etc> 

herzuleiten. Führt man nämlich in diese Gleichung und in 
die Identität 

1 1 "l" 2 2 ~l 3 3 ' ^ 

die Proportionalitäten 

m wi wi 

ein, so erhält man 

(a) a,(7i» + agCa" + «jG,» = 

(4) 



(b) 



n — m n — m n — m 



C\x, " +C,x, " +C,x,'' =0 

Dies ist aber das gesuchte Integral, denn aus Gleichung (b) 
und deren Differential folgen die benutzten Proportionalitäten. 
Für das singulare Integral findet man folgenden Ausdruck: 

1 m — n 1 m — n 1 m — n 

1— n 1 — n 1^ 1 — n 1 — n i^ 1 — n 1 — n f\ 

1 1 ~i 2 2 I 3 3 """" • 

Der besondere Fall, in welchem n =^ m ist, findet seine 
Erledigung bei der nächsten Untersuchung. 

Integration der Differentialgleichung. 

unter feine beliebige homogene Function von Xi'^Ui verstanden; 

% = ^(^2^^3 —' ^3dx2) etc. 

Genau so wie im letzten Beispiel findet man, von den 
Ausdrücken 
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ausgehend, folgendes Integral: 

(b) f^ia?!^-» + C,x,^-'- + C,x,^-" = 

dessen Richtigkeit durch Differentiation der letzten Gleichung 
unmittelbar bestätigt werden kann. 

Beiläufig sei bemerkt, dass die allgemeiner aussehende 
Gleichung 

in Gleichung (5) mit enthalten ist 

Das singulare Integral ist durch die vier Gleichungen 

gegeben. 

Der Fall, in welchem m = 1 ist, erfordert eine besondere 
Betrachtung, denn das allgemeine Integral geht über in 

(a) fiC,, C„ C,) = 0) 

(b) c, + c, + c,= oi' 

welche Form die Xi gar nicht mehr enthält. 

Nimmt man zu diesen Gleichungen folgende Identität: 

= {(1 — ni)c}m=i (c = const.) 
hinzu und beachtet, dass 



( x^-"^- 1 \ 
im \ — = Ixi , 



1— m 

I iC 

Lim 

m 



SO erhält man folgende neue Beziehung: 
(c) C^lx^ + C2IX2 + O^lx^ = c, 

welche im Verein mit den Gleichungen (a) und (b) das voll- 
ständige Integral der Differentialgleichung 

(7) /'(^iWl, X^U^, rCgWg) = 

darstellen wird. Die (7» figuriren hier als Parameter, welche 
zu eliminiren sind; c ist die Integration sconstante. Die Richtig- 
keit der angegebenen Integralform kann direct dargethan 
werden, wenn man die Gleichung (b) mit dem Differential der 
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Gleichung (c) verbindet. Dann ergeben sich die Proportionali- 
täten 

vermöge deren sich die Gleichung (a) in die Differential- 
gleichung (7) verwandelt. Eine singulare Losung existirt 
hier nicht. 

Bezeichnet man beispielsweise eine ganze rationale Function 
der XiUi symbolisch durch 

so ist das Integral dieser Gleichung 

C, + C, + C, =0^ 

CJx^ + C2IX2 + Cs^^a = c 
Ist in Gleichung (1) der Exponent m = 0, dann liegt die 
Differentialgleichung 

(8) * /*(Wi, Wa, W3) = 

vor, welche offenbar mit der „Clairaut'schen Form" in ge- 
geschlossener Gestalt übereinkommt. 
Ihr allgemeines Integral ist 

(a) f(C„C„C,) =01 

(b) C^x^ + C2X2 + C^a^Jg = 0, 

also immer eine Gerade. 

Für das singulare Integral hat man wiederum 

Man findet beispielsweise in der symbolischen Form für 

das allgemeine Integral 

G^Xi + C^x^ + Cj^s = OJ ' 
und das singulare. 

wobei die Anc die ünterdeterminanten gebildet aus den a»-* sind. 

VeröfiFentlicht unter dem Titel „Zur Integration der Differentialglei- 
chungen". Zeitschr. f. Math. Jahrg. XXVII. — Vgl. auch Jahrg. XXIV. 
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Studie II. 

Beiträge zur Integration der Differentialgleichung 

Mdx + Ndy = 0, 

in welcher 

M = A^x^ + B^ + 2C,xy + 2D,x + 2E,y + F, 
N= A,x' + B,y' + 202^2/ + 2D,x + 2E,y + F,^' ' 

Während schon zu Euler's Zeiten die Integration der 
Gleichung Mdx + Ndy = im Falle, dass M und N Poly- 
nome ersten Grades sind, eine bekannte Sache war, ist es bis 
jetzt noch nicht gelungen, die eben angeführte Gleichung in 
allen Fällen zu integriren. Die Integration ist im Allgemeinen 
nur in den Fällen geglückt, in denen sich diese Gleichung 
durch geeignete Substitutionen auf die lineare Differential- 
gleichung erster Ordnung zurückführen lässt, oder in denen der 
integrirende Factor aus den particulären Lösungen zusammen- 
gesetzt werden kann*). Gewisse Specialfälle der Gleichung 
hat man dadurch erledigt, dass man dieselben von der Inte- 
gration einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
abhängig machte. 

Auch in Studie I zeigte es sich, dass eine Differential- 
gleichung erster Ordnung 

(«2 + hp + <^2f) 1^ = (p - (« + /^^ + yp) 

mit Hilfe der Substitution 

^ qp(p) 

auf eine lineare Differentialgleichung der zweiten Ordnung ge- 
bracht werden konnte, deren Integration bekannt ist. 
1. Betrachten wir jetzt die vollständigere Gleichung 

(a) {a + 2hx + cx')^ + {y -- tt^ — ß^x) {y - a^ — ß^x)= 

*) P. Minding, Beiträge zur Integration der Differentialgleichungen 
I. Ordnung zwischen zwei veränderlichen Grössen; St. Petersburg 1862. 
G. Darboux, Memoire sur les ^quations diffdrentielles algäbriques du 
Premier ordre et du premier degr^; Bulletin des sciences mathämatiques, 
Paris 1878. 
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und setzen dem vorigen Beispiele gemäss 

y - cc^ — ßiX = 0, 
so entsteht 

(a-[.2bx+cx'){^-^+ß^)+e[z-\-ia,-a,)+(ß,-ß,)x} = 0, 
oder für 

Um nun zu einer Gleichung zweiter Ordnung aufzusteigen, 
erübrigt noch die Substitution 

^1 = -^H f also ^ - -U ^^ = ^ / ^ 

wodurch 

{a-\-2hx-\- cx^) (p\x) — { («1 — «2) + {ßi — ^2)^ } 9>' (^) 

+ ^i<]pW = 
erhalten wird. 

Das Integral dieser Gleichung hat die Form 
mithin wird der Gleichung (a) genügt durch 

10 z) C, qPi {x) + Co qp, {x) . 

«/ = «! + i^i^ -- ^1 ') \ // X , c. : C2 == const. 

Wäre ßi=^Oy so fände man hierdurch nur ein particu- 
läres Integral. Dieser Fall lässt sich jedoch leicht für sich 
erledigen, und abgesehen davon könnte man auch den zweiten 
Factor y — a^ — /^g^? bei der Rechnung benutzen. 

Auf die Gleichung (a) lässt sich die allgemeinere 

/jN {a + 26a? + cx^) ^ + Ax^-{- By'' + 2Cxy + 2Dx 

+ 2Ey + F=0 
zurückführen. Setzt man nämlich 

y = yi + ^^1 

so erhält man eine Gleichung derselben Form 

(a + <ihx + c:^) g + A,x^ + B.y^ + 2C,xy^ + 2l),x 

+ 2i?.2/. + F, = 0, 
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und hier bedeuten 
A^ = A + {2C+c)X+Bk\ B^ = B, C^ = C + Bl, 

Jetzt verfüge man über X so, dass der Kegelschnitt (x, y^) 
in ein Linienpaar zerfällt, d. h., dass die Discriminante 

verschwindet. Setzt man zur Abkürzung 
E^-B,F, = g„ E,C,-B,D,^h„ C^-A,B,^\, 

SO lautet unsere Bedingung 

gjc^ — \^ = 0. 

Nun findet man aber leicht, dass 

gi= g — aBk, \=^h — iBX, k^ = Jc -^ cBk 

ist, wenn unter g, h und Je dieselben Ausdrücke, wie unter g^^ 
h^ und Jc^ verstanden werden, jedoch gebildet aus den Coeffi- 
cienten der ursprünglichen Gleichung (1). Führt man die 
obigen Werthe in die Bedingungsgleichung ein, so erhält man 
für X folgende quadratische Gleichung: 

(g — aBX) (Je — cBk) — Qi — bBlf = 
oder 

(ac — b^) {Bxy ~{aJe — 2bJi + cg) (BX) + (gJe - Ji^) = 0. 

Schreibt man schliesslich die Zerlegung des Kegelschnittes 
(x y^) in extenso auf, so entsteht 

eine DifiFerentialgleichung, welche sich wie die Gleichung (a) 
integriren lässt. 

2. Man kann die Differentialgleichung 

(1) (a + 2bx + cx^)^ + ^i» H h -^= 

auf eine Gleichung zweiter Ordnung zurückführen, ohne dass 
man sie erst auf die Form (a) bringt. Transformirt man 
nämlich Gleichung (1) mittels der linearen Substitution 

y = z -{- Xx -{- X, 

HXTMANN, Stndien. 2 
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so erhält man 
(a + 2bx + cx^){§^ + ^) + Ä'x^ + B'z^-^ h^'= 0, 

und zwar ist 

Ä=A + 2Cl + Bk\ B=B, 

G'= C + BX, B^= D+ EX +Cx + Blx, 

E= E + Bk, r= F + 2Ex + Bx^ 

Bestimmen wir jetzt einen Factor q so, dass 

A'x^ + 2D'x + r= Q(a + 2bx + ca?), 
d. h. 

Ä's=CQ, iy=&p, F'=aQ, 

so entstehen folgende drei Gleichungen: 

Ä + 2GX+ BX^ = CQ\ 
D + EX+ Cx + BXx = bQ 
F + 2Ex+ Bx^ =aQi 

Für die Berechnung der Grossen X, x und q ist es zweck- 
mässig, diese Gleichungen umzuformen in 

{BX + Cy = BcQ + 1c 
(«) {BX + C)(Bx + E) ^ BbQ + h 

{Bx + Ey = BaQ+g 

wobei, wie früher, zur Abkürzung 

E^—BF = g, CE-BD^h, C^^AB^h 

gesetzt wurde, denn dann ist augenscheinlich, dass 

{BüQ + g)(BcQ + Ä) = {BbQ + hj 
oder 

iß) {ac - b'^iBof + {alc -- 2bh + cg){BQ) + {gh -^ h^) = 0. 

Aus dieser Gleichung, welche zu der auf voriger Seite ent- 
wickelten quadratischen Gleichung in engster Beziehung steht, 
ergiebt sich q'^ aus den Gleichungen {(x) findet man alsdann 
X und 3c. Nach diesen Bestimmungen gestattet die Differential- 
gleichung (1) folgende Schreibweise: 

(a + 2lx + cx') (II + A + p) + J5';j2 + 2{C'x + E')g = 

oder für 
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^= — -(^ + 9). 
(a + 26a; + C3?) (^^ + z^) - 2{C'x + ^0^, + B' (>l + p) = 0. 

Ist A + p = 0, so ist diese Substitution unbrauchbar, aber 

auch überflüssig. 

Nun wird der Uebergang zu einer Gleichung zweiter 

Ordnung durch die Ausdrücke 

dv d^v 

dx dz-, . 9 dx^ 

1 V ^ dx ^ ^ V 

yermittelt, und man erhält 

(2) (a + 26^ + ca:*)g-2(C'a; + £?')5| + -B'(^ + 9>=0. 

Es ist bekannt, dass man die letzte Gleichung durch eine 

lineare Substitution 

X = mu + w 

in die Normalform der Differentialgleichung der hypergeome- 
trischen Reihe von Gauss 

t*(l-«)|^, + [y-(a + ^ + l)M]fj-a/3t; = 

überführen kann. Unmöglich ist dies nur dann, wenn c == 0, 
oder wenn a + 2&a; + C(x? ein vollständiges Quadrat ist, auf 
welche Fälle wir später zurückkommen. Die letzte Differential- 
gleichung kann in allen Fällen durch bestimmte Integrale oder 
durch hypergeometrische Reihen integrirt werden. 

Indem man zurückrechnet, erhält man auch das Integral 
der Gleichung (2) in Form von hypergeometrischen Reihen, 
etwa 

Für das Integral der vorgelegten Gleichung (1) 

{a + 2hx + cx^)^ + Ax^'\ f- JP= 

folgt sonach ein Ausdruck von folgender Gestalt: 

Ein einfaches Beispiel hierzu ist folgendes: 
(a; — r,)(a; - rg) ^ + j;« + % + a; — rOO + » - »"a) = 0, 
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und man findet als Integral 

k+1 Ci(«-r.)* + c,{fl5-r.)* 
oder 

Hx-r,) + (k+l)y Ix--'" 



L.{--^r=const. 

y U— »•2J 



k{x — rj) + (&+!) 

Diese Integralformen sind für Ä; = 0, Ä = — 1 und r^ = r^ 
nicht zu gebrauchen y doch erledigen sich jene Fälle leicht auf 
anderem Wege. 

3. Besondere Fälle der Differentialgleichung 
(1) (a + 2bx + cx^)p- + Äx^-^ 1-^=0. 

et X 

a) Es sei c = 0. Die Gleichung kann dann transformirt 
werden in 

(a + 2hx)^, + (a^ + hx)-^ + a^v = 0, 
und diese lässt sich auf die „Weil er 'sehe Normalform" 

bringen, deren Integration in allen Fällen durch bestimmte 
Integrale oder Reihen geleistet werden kann. 

b) Es sei a + 26i» + cx^ ein vollständiges Quadrat, dann 
kann man der Gleichung (1) immer folgende Gestalt geben: 

^(* -ry^+Äx^ + Bf + •■•-{- F= 0, 
und diese kommt nach dem Früheren zurück auf 

(^-^)'S + (^1 + ^1^)55 + ^0^ = 0. 

Um diese DifiFerentialgleichung in die Weiler'sche Normal- 
form überzuführen, setze man zunächst 

y 



dann entsteht 



x-r^ |-> 



*) 0. Schlömilch, Zeitschrift f. Mathem. u. Physik Bd. V, oder 
dessen Vorlesungen über höhere Analysis 1874; Integration von 

{a, + \x)^, + {a,+\x)^ + {a, + h,x)y^Q. 
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oder, wenn 

y («1 + &iO 

gewählt wird, 

Für 

v = 5^ • 9 

geht diese Gleichung über in 

Verfügt man über p so, dass 

i>^ + (1 - 6i)i) + ao = 0, 
und setzt 

i) + 2 — 6i = g[, 
so resultirt ^ 

also die verlangte Normalform. 

c) Um die übrigen Sonderfälle der Gleichung (1) zu er- 
kennen, muss man die Gleichung zur Bestimmung vod q 

(ß) (ac— b^XBgy + {ah — 2hh + cg^Bo) + (gh - Ä«) = 

ins Auge fassen. 

Ist gJc — Ä* = 0, so zerfallt der Kegelschnitt (x, y) der 
Gleichung (1) an und für sich in ein Linienpaar, und dann 
ist der in Abschnitt 1 dieser Studie angezeigte Weg ein- 
zuschlagen. 

Ist JB = 0, so lässt sich Gleichung (1) wie eine lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung behandeln. 

Ist ac — 6^ = 0, so liefert obige Gleichung nur einen 
brauchbaren Werth für ^ Da in diesem Falle der Ausdruck 
a + 26a; ;-[- cx^ ein vollständiges Quadrat ist, so tritt das 
unter b) aufgeführte Verfahren ein. Ist gleichzeitig 

ac — 6^ = und ah — - 2hJi + c^r = 0, 

so ergiebt sich für q kein brauchbarer Werth. Die Differential- 
gleichuDg (1) lautet wegen der ersten Bedingung 
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und sie geht, wenn man für x — r eine andere Variabele, 
etwa wieder x setzt, über in 

CLOC 

wobei zu beachten ist, dass die neuen Coefficienten D, E und F 
nicht mit den vorigen entsprechenden identisch sind. Wir 
operiren nun mit der letzten Gleichung oder, was dasselbe 
ist, mit Gleichung (1) unter der Voraussetzung, dass 

sei. In diesem Falle findet man aus Gleichung (ß) 

_ h^—gk 
^ ~ Bcg ' 

und dieser Werth ist brauchbar, so lange g von Null ver- 
schieden ist. Ist 

g = E^—BF=0, 

d. h. By^ + 2JBy + F ein vollständiges Quadrat, so kann 
man der letzten DifiFerentialgleichung, ohne der Allgemeinheit 
Abbruch zu thun, folgende Gestalt geben: 

cx^^ + (j/ + a + ßxf + ax + ß'x^ = 

oder für 

y -\' a '\- ßx = z 

Bevor man zu einer Gleichung zweiter Ordnung aufsteigt, 
ist es zweckmässig, noch weiter zu reduciren. Man setze 

Z = W -\- IXy 

dann entsteht 

cx^ ^ + w^ + 2Xwx + ax + (A2 + cA + ß'—cß)x^ = 

oder, wenn X so gewählt wird, da^ 

X^ + ck + (ß'-cß) = 0, 

co(^2 — f- ^^ + 2Xwx + ax = 0. 

Substituirt man nun hierin nach einander 

dv 
1 du 

05 = —, W=—C , 
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so bekommt man 

eine DiffereDtialgleichung, welche schliesslich auf die Weil er- 
sehe Normalform gebracht werden kann. 

Kommt die Bedingung ac — 6^ = so' zu Stande, dass 
J) =^ c ^= 0, so hat man es mit der Diflferentialgleichung 

a^ + Äx' + By^ + 2Cxy + 2Dx + 2Ey + F=0 

zu tbun. Aus der Gleichung (ß) findet man in diesem Falle 

^ ~ Bah > 
und aus den Gleichungen (a) S. 18 

Die vorliegende DifiFerentialgleichung verwandelt sich sonach 

durch die Substitution 

y = -\- Xx + X 
in 

«(£+ ^ + <•) + ^^' + 2(^ + 4)^1/* = 0. 

Um diese Gleichung in eine der zweiten Ordnung überzuführen, 
setze man 



a 

z = 

so entsteht 



^ = 5^ ^i; 



«(£ + v) + 2>^t^ + 1) z, + jy(A + p) = 

oder für 

d'o 
5^ 

welche Gleichung leicht auf die Weiler'sche Normalform ge- 
bracht werden kann. Lautet das Integral der letzten Gleichung 

v = c^^i^ix) -\r (^q>^{x) , 

so genügt der gegebenen Dififerentialgleichung 

«/ — Aa; 4- X 4- - gi<P/W+C2y/(^) c • c — const 
y — Kx^x-^^ q9,(a;) + c,q?,(a?) ' ^i • Cg — const. 
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Schliesslich muss noch der Fall Ä=0, in welchem die letzte 
Rechnung unbrauchbar ist, erledigt werden. Da Ä = (7* — -4.B 
war, so ist jetzt der Kegfeischnitt {x, y) eine Parabel, und der 
in Rede stehenden Differentialgleichung kann jedenfalls die 
Form 



ertheilt werden. Setzt man 

j/ + a + j3a? = ;8? 

«'+ ß'x — aj3 = aß'uy 



und sodann 
so entsteht 



oder für 



dv 
du 

V 

du^ ' '^ 

Diese Riccati'sche Gleichung kann bequem durch Reihen 
integrirt werden. Nach Kummer*) genügt ihr folgendes be- 
stimmte Integral: 

wenn die willkürlichen an die Bedingung ^ 

geknüpft werden und ft^, /[^g, ftg die Wurzeln der Gleichung 

f*3 = — «/*' 
bedeuten. Schreibt man das Integral kurz 



und beachtet, dass 



v = jF{u, t)dt, 



*) Vergl. Grelle 's Journal Bd. XIX; Integration der allgemeinen 

d^V 
Riccati'schen Gleichung — — z= x^y mit Hilfe mehrfacher, bestimmter 

Integrale. 
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dv 

du t dv r^ 

ß = — , also 0V — 3- = , 
V ' du ' 

SO findet man als Integral der vorgelegten Differentialgleichung 



wobei för u und is noch die entsprechenden Werthe, ausgedrückt 
in X und y, zu setzen sind. 

Ein besonders einfacher Fall ist folgender: 



denn für 



^ + iy + « + ßxy=o, 



dv 
dx 



ergiebt sich 



also 



d*v „ 
5^ = ^«, 



Mithin genQgt der gegebenen Differentialgleichung 



c. (f^fi - c,e-'y^ 



y + a + ßx^Yß--^ , 

Beiläufig sei erwähnt^ dass man auf diesem Wege Gleichungen 
von der Form 

(a) a^ + (if+a + ßx + yx'+Sx^y=0 

integriren kann, denn far 

y -\- a -{- ßx -\- y»* + ^^ = ^ 



entsteht 



a^-a(ß + 2YX + SSäTl + «*= 0, 



welche Gleichung zu den vorher betrachteten gehört. 
Auch die Differentialgleichung 

(b) (a + bx)^ + (t, + a + ßx + yx^>=0 

geht für 
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über in 



(«+ bx) ii-{a + bx)(ß + 2rx) + z' = 



7 



dx 
und lässt sich dann integriren. 

Allgemeiner noch könnte man verlangen, dass die rechten 
Seiten der Gleichungen (a) und (b) gegebene Ausdrücke von 
der Form «' + /5'a; + y'x^ sind. 

4. Differentialgleichungen der Form 

Mdx + Ndy =^ , 
M = A^x' + By + 2C,xy + 2D,x + 2E,y + I\ 
N=A,x'+B^y'+2C,xy + 2D^x + 2E,y + F, 
welche auf die Gleichung 

(1) (a + 2bx + cx^^ + Äx'+Bf+... + F=0 

zurückgeführt werden können. 

Wir benützen zuerst die lineare Substitution 

X = ay -{- u 

und erhalten aus der allgemeinen Differentialgleichung 

Mdu + {Ma + N)dy = 0. 

Um eine Gleichung der Form (1) zu gewinnen, greifen wir aus 

Ma + N= A'u^+B'y^+ 2Cuy + 2D'w + 2E'y + F 

die Coefficienten J5', C und E' heraus und setzen dieselben 
der Null gleich. Es entsteht 

(«) A,a^ + {A, + 20^) «2 + {B, + 2C,)a + B, = 0, 

(ß) A,a' + (A, + C,) a +C,==0, 

(y) D,a'+{D, + E,)a +E,= 0, 

und die Elimination des a fordert alsdann zwei Bedingungs- 
gleichungen zwischen den Coefficienten der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung. 

Die Gleichung (1) ist geometrisch dadurch ausgezeichnet, 
dass sie zwei der y-Axe parallele Gerade 

X = r^ und x = r2 

als particuläre Integrale besitzt, unter r^ und r^ die beiden 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 



Mdx + Ndy = 0. 27 

verstanden. Um die Bedingungen zu finden, unter welchen 
der allgemeinen Gleichung Mdx + Ndy = zwei parallele 
Gerade particulär genügen, substituire man in selbige die 
Gleichung einer Geraden 

x = ay + ß, 

dann müssen, wofern dieselbe genügen soll, drei Bedingungen 
erfüllt sein, nämlich 

(/) (A,a+A,)ß'+2(D,a+D,)ßi-F,cc+F,=0. 

Man erhält aus Gleichung (y') zwei Werthe von ß] für beide 
muss die Gleichung (ß[) bestehen, und das ist der Fall, wenn 
beide Klammergrössen dieser Gleichung verschwinden. Da 
schliesslich auch noch Gleichung («') zu beachten ist, so finden 
sich im Gleichungssystem (a, ß\ y') dieselben Bedingungen 
wieder, als im System (a, j3, y). 

Besitzt sonach die DifiFerentialgleichung 

Mdx + Ndy = 

zwei parallele Gerade als particuläre Integrale, so lässt sie 
sich stets durch die lineare Substitution 

X =^ ay -^ u 

auf eine Gleichung der Form (1) bringen und als solche inte- 
griren. 

Es kann sich ereignen, dass eine dieser Geraden. oder auch 
beide ihrer ganzen Erstreckung nach in unendlicher Entfernung 
liegen. Ist etwa die DifPerentialgleichung 

{2C^xy + 2B,x + 2E,y + F,)dx 

+{2C,xy+2D,x + 2E,y + F,)dy = 

gegeben, so lautet das Gleichungssystem («', ß', y) 

(a') C,a +C,= 0, 

(ß') D,a'+{D, + E,)cc + E, = 0, 

(/) 2(Aa + D,)ß + F,a + F,^0, 

woraus hervorgeht, dass eine Wurzel der Gleichung (y') un- 
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endlich gross geworden ist. Der vorgelegten Diflferentialgleichung 
genügt daher particulär im Endlichen nur eine Gerade 

x = ay + ß, 



wobei 



^ ^ a fi ^t ^ ^t ^1 



und die Coefficienten der Gleichung sind jetzt nur an eine Be- 
dingung 

D,C,' - (A + ^i) C,0, + E,C,'= 

gebunden. Die hier auftretenden Ausnahmefalle haben keine 
Schwierigkeit. 

Ist auch Dl «= Dg = ^1 = ^2 = 0, sind also beide parti- 
culäre parallele Gerade in die Unendlichkeit gerückt, so lautet 
die Differentialgleichung 

(2C,xy + F,)dx + (2C,xy + F,)dy = 0, 
und diese kann bedingungslos mit Hilfe der Substitution 

x= —^y+u , 

auf eine bereits integrirte Gleichung, nämlich 

(C,F, - C,F,) ^ + C, (F, + 2C,uy - 2C;j/^) = 

gebracht werden. Ist etwa F^ = 0, so lautet die letzte Gleichung 



und ihr genügt 



F,^ + 2G,uy-2C,y'^0 



const. = — e i^i "* + 2 ^- 



y- / e F^ du. 



Mithin hat die Differentialgleichung 

20,xydx + {2C^xy + F^) dy = 
folgendes Integral: 



1 (C^x-^C^yr 

const.= — e c,F^ + 2 -r^= / e~"'rfa), 



^8 /e-"' 



wenn 

(0 = ==rr 

VC, F, 
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Führt man homogene Coordinaten ein, indem man 

•»'S '•'8 

setzt, so geht die Diflferentialgleichung (1) über in 
wobei 

und diese Gleichung ist geometrisch dadurch ausgezeichnet, 
däss sie drei sich in eiuem Punkte schneidende Gerade 

i»3=0, x^ — r'xQ = 0, i»i — r"ir3=0 

als particuläre Integrale besitzt, unter r' und r" die beiden 
Wurzeln der Gleichung 

anr* + 2ai8r+a33=0 

verstanden. Denkt man sich in die Differentialgleichung (la) 
die linearen Substitutionen 

flX^ = «11 Sl + «12 12 + «13 ^3 = («!»• i) 
[1X2 = «21 Sl + «22^2 + «23^8 = («2» i) 
f*^3 = «31 Sl + «32 ^2 + «33 ^8 = («3» §«) 

eingeführt, so wird offenbar eine Gleichung der Form 
(1 b) 4(ferfl3 - ls<^&) + 4 (.^d^i - li'^ls) 

entstehen, welche dem Connex erster Classe zweiter Ordnung 
entspricht, und welche im Speciellen dadurch ausgezeichnet 
ist, dass ihr drei sich in einem Punkte schneidende Gerade 

(«3.- SO = , («1, g,) - r ' («3» h) = 0, (au h) - r'' («3.- g.) = 
genügen. Hierdurch sieht man rückwärts Folgendes ein: 

Besitzt die Gleichung (1 b) drei sich in einem Punkte 
schneidende Gerade als particuläre Integrale, so lässt sie sich 
durch lineare Substitutionen, also durch eine Verlegung des 
Coordinatensystems in die Gleichung (1 a) transformiren und 
ist als solche integrirbar. 
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Als eine weitere Frage drängt sich die auf, ob die Inte- 
gration der Gleichung (1 b) auch dann noch geleistet werden 
könne, wenn sich die drei particulären Geraden nicht in einem 
Punkte schneiden. Die erwähnte Gleichung kann dann durch 
geeignete Wahl des Coordinatensystems immer auf die Form 

(-^11*^1 "r ■^12*^2 ~r -^13^3)^1% ~r (-^21*^1 "r -^22^2 "r -^23*^3} "^2^2 

+ (^31^1 -I ) 3^3^3=0, 

wobei 

^1 *== iH'ipc^dx^ — x^dx<^ etc.; 

gebracht werden; geometrisch ist sie jetzt dadurch ausgezeichnet, 
dass ihr die drei Geraden 

X-t • \J , Xa ' \J , Xo ' Kj ■ 

d. h. die Seiten des Coordinatendreiecks particulär genügen. 
Noch einfacher wird die Gleichung nach Subtractipn der 
Identität 

(■^11*^1 "1 -^22^2 "1" -^33^37 ("^1 % "T ^2^2 "T* ^3^3) ^"^ ^^ } 

denn es entsteht 

(^12 ^2 "r ^1 3 »^3/ '^1 ^1 "r C^23 '^3"r ^2 1 *^l ) *^2 ^2 "1" (%1 ^1 "T ^32 "^2/ *^S %™^ ^ 

oder in gewöhnlichen Coordinaten 

(a) («iä; + h^y + c^xdy + («2^» + hv + c^yäx = 0. 

Die Integration dieser Gleichung scheint im Allgemeinen er- 
hebliche Schwierigkeiten zu haben, denn bereits bei der Inte- 
gration des nachfolgenden speciellen Falles ist man genöthigt, 
zu einer linearen Dififerentialgleichung zweiter Ordnung auf- 
zusteigen. Es sei 



^^£=5^2= a 



i 



und man schreibe der Einfachheit halber für ax und hy kurz 
X und y, so dass die Differentialgleichung 

iß) {^ — y + Ci)oody + (x — y + C2)ydx = 

oder 

(x — y) (xdy + ydx) + c^xdy -f c^ydx = 

vorliegt. Aus naheliegenden Gründen setze man 
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^y = ^f f = ^^ d. h. j/ = f^, ^=T' 
dann entsteht 

2 z (1 — f) dz + Ci (^(^^ + zdt) + 02 (^df^ — zdt) = 
oder 

und für 

\du ' / Cj — Ci 
Schliesslich ergiebt die Substitution 

Lautet das Integral dieser Gleichung 

t; = Äi9j (w) + ^292 W ? 
so genügt der Gleichung 

(j8) (aJ - J/ + c;)xdy + (^ — !/ + c,)2/(Zä; = 0, 

weil 

dv 

± l/v du , 2z 2yxy 

t = 1/ -- = — und n = = — ^^— ^ , 

V X V ^2 — Ci ^2 ~ ^1 

I 
folgender Ausdruck: 



= const. 



Setzt man hierin noch beziehentlich ax und iy für x und y, 
so erhält man das Integral der Differentialgleichung 

(ax — &2/ + ^i) ^^y + (^^ — 6«/ + Cg) J'^^ = ^ • 

Sollte eine der Zahlen a oder h ein anderes Vorzeichen 
besitzen, als angenommen wurde, so erübrigt noch, das Inte- 
gral von seiner imaginären Gestalt zu befreien. 
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5. BehaDdlung einiger Fälle der Differentialgleichung 

Mdx + Ndy = 
mittelst quadratischer Substitution. 

A. Integration von 

(a) i> 5^ + 2 «i? y + /Jjp + y = . 

Die vorliegende Gleichung wird durch die quadratische 
Substitution 

(b) p {f^y^+ßy + y^) 

übergeführt in die Differentialgleichung 

(c) %-\-af+ßy + 7«' = 0, 

welche nach dem Früheren integrirt werden kann. 

Die Richtigkeit der Behauptung wird erkannt; wenn man 
den Werth von p aus (b) in (a) einführt und entsprechend 
ordnet. Bequemer ist es aber, die Betrachtung bei Gleichung (c) 
anzuknüpfen. Setzt man nämlich 

dy 

und differenzirt die Gleichung 

(c) p + cLy^+ ßy + YX = 

nach X, so entsteht, weil 

dp dp 
dx dy ^ ^ 

W ^ % + ^"^^ + /'jp + y = 0. 

Da der Kegelschnitt {Xj y) in Gleichung (c) eine Parabel 
vorstellt; so hat man diese Gleichung auf dem in Abschnitt 3 (c) 
angegebenen Wege zu integriren. Schreibt man dieselbe in 
der Form 

und setzt 

yy«+-^ = ^? ra; — ^ = -7iW; 

so erhält man 

^^ I «2 I _y. 



du ' ' i/^ 
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Dieser Gleichung genügt, wie wir früher gezeigt haben, 



00 



f[.F(u,t)-'^-^}ät = 0, 





wobei 

^^1 + 0^2 + ^3 = 0, ^«=--1- 

ya 

Substituirt man rückwärts 



g = y Ya -j , u = X yä — 



2"/« 4y|/a 

oder wegen (b) 

w= — y\p + ^y^ + ßy+ i^> 

so bekommt man das Integral der vorgelegten DiflPerential- 
gleichung (a). 

B. Integration der Differentialgleichung 

(a) 2ps ^—p^+aps + 2ßs — yp = 0. 

Aehnlich wie die vorige Gleichung kann auch diese, welche 
freilich den Mangel erleidet, dass der Coefficient von p^ nicht 
allgemein ist, behandelt werden. Geht man von der integrablen 
Gleichung 

(b) ^^af+2ßxy + y = 

aus, setzt j^ = P und differenzirt nach x, so entsteht 

(c) p g + 2ayp + 2ßxp + 2ßy = 
oder, nach Elimination von x aus (b) und (c), 

py^—p^+f^py^+^ßy^—yp = o. 

Hierin kann noch der dritte Grad beseitigt werden, denn für 
y^= s bekommt man 

(a) 2ps ^ — i)' + «JP5 + 2ßs — yp = 0. 

Diese Differentialgleichung wird sonach durch die quadratischen 
Substitutionen 

HxYMANN, Studien. 3 
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1) = — (ay* + 2ßxy + y) und s = y^ 
übergeführt in 

(b) || + „j^+2^a;y + y = 0, 

und lautet das Integral dieser Gleichung 

SO genügt der vorgelegten Differentialgleichung (a) 



\ 2|5yF J 



Da es uns darauf ankommt, nur Gleichungen ins Auge 
zu fassen, in denen die Yariabelen den zweiten Grad nicht 
Übersteigen^ so ist die Anzahl der hier zu betrachtenden Fälle 
nicht gross. Als letzter und bemerkenswerthester Fall sei 
folgender mitgetheilt. 

G. Integration der Differentialgleichung 
(au + ^^ + (0^ + Äu^+2Cuv + 2Du + 2Ev + F= 0. 
Wir gehen von der Gleichung 

(a) ^ + f=9(^) 

aus, setzen wie vorhin 

dy 

dx~P' 
differenziren nach x und erhalten 

(b) P^ + ^yP = 9'(.^)' 

Nehmen wir nun zwischen 9)' und 9) irgend eine Beziehung 

an, so lautet (a) wegen dx = ^^^ 

« 

(a') Fiip)^+y'=v, 

während (b) übergeht in 



dp 
oder, weil wegen (a) 



P^ + 2yp = Fiip) 



9=P + f, 
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(b') 19%->r'iyV-F{^^y^). 

Diese Gleichung wird integrabel sein, sobald es (a') ist. Denn 
genügt jener 

so kommt der Gleichung (b') das Integral 

zu. 

Wenn wir im Speciellen verlangen , dass Gleichung (b') 
die Variabelen nur im zweiten Grade besitzen soll, so müssen 
wir zwischen 9' und (p eine lineare Relation festsetzen. 
Wählen wir 

F{(p) = mg) + ^y 

so erlangen die Gleichungen (a') und (b') die Gestalt 
(a") (^,p + n)g + j^=cp, 

Die erste lässt sich nach dem Früheren integriren; die zweite 
aber geht vermöge der Substitution 

in die erste über. Da der ersten Gleichung particulär eine 

Gerade 

n 

^ m 

genügt; so kommt der zweiten eine Parabel 



p=-{f + l) 



als particuläres Integral zu. 

Die Gleichung (b ') ist noch sehr erweiterungsfähig, denn 
benutzt man die linearen Substitutionen 



7 



p = au -\- hv -{r c 

y=gu + h 

so verwandelt sie sich in eine Differentialgleichung der Form 
{ß) (au+hv+c)^+Äu^+2Cuv + 2Du+2Ev+F=0. 
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Dieser Gleichung muss dann^ da wir nur eine lineare Coordi- 
natentransformation vorgenommen haben, ebenfalls eine Parabel 

V = au^ + iäw + y 

particulär genügen, d. h. aber, ihre Coefficienten müssen eine 
Bedingung erfüllen. Denn wird der Ausdruck für t; in /S ein- 
geführt, so entsteht eine Gleichung von der Form 

Gy+ Gy+ G^u + G3 = 0, 

welche identisch verschwinden soll; man hat daher 

G^o=0; öj = 0, »2=0, Ö3 = 0. 

Aus dreien dieser Gleichungen berechnen sich die Coefficienten 
a, j3, y; aus der vierten fliesst alsdann eine Bedingung, welcher 
die Coefficienten der Gleichung (ß) unterliegen. Weiterhin ist 
aber auch klar, dass, wenn diese Bedingung besteht, die Glei- 
chujig (/3) vermittelst der quadratischen Substitution 

in eine Gleichung übergeführt werden muss, welche von der 
Differentialgleichung (a") nicht wesentlich verschieden sein kann, 
d. h. welche durch lineare Transformation auf (a") zurück- 
gebracht werden kann. In der That erhält man auf diesem 
Wege aus (ß) die Differentialgleichung 

(a) (cß-{-F+ibß+-2E)q>)^+abu>+lq>+(a-hiß)u+c=0, 

durch deren Integral 

u = f(q)) 

das Integral der vorgelegten Gleichung (ß) in der Form 

u = f(v — au^ — ßu) 

gewonnen wird. Hierbei bestimmt sich 

_ G a _ Ah — 2(a + E) C _A 0« + -^^ 

und die Bedingung lautet 

lß^+{a + 2E)ß + 2(ac + D) = 0. 
Dieselbe ist insbesondere erfüllt, wenn 

a = c = und ^ = 2) = 0, d. h. /5=— ?^; ' 

es liegt dann die unter (A) betrachtete Gleichung vor, welcher 
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eine Parabel particulär genügt, deren Scheitel in der Richtung 
der V ins Unendliche gerückt ist 

Sollte 6 = sein , so ist die vorige Betrachtung über- 
flüssig; ist (7=0, d. h. der Kegelschnitt (u, y) in ß eine Pa- 
rabel, so genügt dieser Differentialgleichung nie eine Parabel 
particulär, und das Integral kann auf diesem Wege nicht ge- 
funden werden. 

Wir brechen hiermit diese Untersuchungen ab, ohne damit 
sagen zu wollen, dass wir zu einem Abschlüsse gekommen 
wären. Es ist höchst wahrscheinlich, dass noch weitere nicht 
erledigte Fälle der betreffenden Gleichung Mdx + Ndy = 
auf die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung zurück- 
geführt werden können, und das wird immer ein Vortheil sein, 
da letztere Gleichungen im Allgemeinen leichter zu studiren 
sind. Um den natürlichen Entwickelungsgang zu wahren, 
haben wir die Untersuchungen dieser Studie von der vorigen 
abhängig gemacht Das ist indessen nicht nöthig, wenn man 
Folgendes beachtet, 

Die lineare Differentialgleichung 

(a) /o(^) S + f, (*) % + ax)v = 

wird durch die Substitution 

dv 
dx 



= y 



V 

übergeführt in die Differentialgleichung erster Ordnung 

und durch die reciproke negative Substitution 

v 

du 
dx 
übergeführt in 

(<^) /oW • (^ + 1). - /i w^ + f2{^y = 0- 

Ist /o constant, /i linear, /'g quadratisch, so stellt (a) eine 
von Liouville integrirte Gleichung 

^2 £ + («1 + 61^)5^ + K + h^ + <^o^> = 
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dar, (b) aber kommt überein mit der auf S. 23 behandelten 
DiflFerentialgleichung 

a^+Äx^ + By^ + 2Cxy + 2Dx + '2Ey + F= 0. 

Ist ^ constant, f^ linear, /J, quadratisch, so stellt (a) die 
ebenfalls leicht integrirbare Gleichung 

(«2 + hx + ^2^^)^, + {a, + i^x) ^l + a,i; = 

dar, (c) aber erlangt die Gestalt 

(«2 + h^ + c^ix?) (5^ + l) - K + *i^)^ + «0^' = 0. 
Diese Differentialgleichung ist noch im Vergleich mit 

(a + 2hx + cx^)^ + Ax^ + By^-\ yF=0 

speciell, denn in derselben tritt f^ zweimal auf. Allein jener 
Unterschied ist unwesentlich und durch lineare Coordinaten- 
transformation hebbar. — Durch diese Bemerkungen wird diese 
Studie unabhängig von der ersten, üebrigens lassen sich alle 
diese Gleichungen unter einem allgemeineren Gesichtspunkte 
betrachten, wie das in der nächsten Studie dargelegt werden soll. 

Veröffentlicht unter dem Titel „Zur Integration der Differential- 
gleichungen" in der Zeitschr. f. Math. Jahrg. XXVII. — Studie I und II 
sind einer Originalabhandlung entnommen, welche als Preisarbeit in den 
Besitz des kgl. Polytechnikums zu Dresden übergegangen ist. 



Studie III. 



Ueber eine Transformation der Differentialgleichung 

(^) ^0 äl + ^l2/' + 92«/ + 9>3 = 0. 

Es ist bekannt, dass vorliegende Gleichung durch die 
Substitution 

y = — ^ 

übergeht in 

9'o*/o(S+^*) + 9'o/".^ + /2 = 0, 

wobei die /'ganze algebraische Functionen in x sind, falls die 
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9o ^ + 9i2/* + 98 2/ + 93 == 0. 

9 als solche vorausgesetzt werden, und dass endlich diese 

Gleichung für 

dv d^v 

dx .,, , dz , ^ dx^ 

z = , mithin -^ — y z^ === 

t? ' dx ^ V 

auf folgende lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(2) ^oYo5^2+<Po/;5^ + /'2«^ = 

zurückkommt. 

Man kann nun die letzte Gleichung im Allgemeinen stets 
so transformiren, dass ihre linke Seite den Factor ^>^{x) aus- 
scheiden lässt und sonach der Grad der Coefficienten 
bezüglich x um den Grad von g?Q niedriger wird. Setzt 
man g?^ ^^™ '^^ Grade in der Form 

g?o = c{x — B^{x — «2) • • • (^ — ^») 
voraus, so fordert diese Transformation nur noch die Auf- 
lösung einer quadratischen Gleichung und die Auflösung eines 
Systems von linearen Gleichungen. 

Um dies darzuthun, führe man in (2) die Substitution 

• 

ein, in welcher Q eine Function n — 1*®° Grades 

G^ == ^0 + Pi^ + ^2«^ H 1- s^^-ia;«-^ 

mit noch zu bestimmenden Coefficienten bedeutet. Man erhält 

(3) 9>«Yo5S+9o•{2^ö+/;}g 

+ { 9'o^ G' + /oö» + (A - voYo) ö + /; } M' = 0. 

Nun versuche man, die n Grössen g^ bis gn—\ so zu be- 
stimmen, dass der Coefficient von w in der letzten Gleichung 
die Gestalt ^>QF erlangt, unter F eine ganze Function in x 
verstanden — oder mit anderen Worten, man verlange, dass 
der betreffende Coefficient für alle Werthe a; = «», (i = 1,2,3 
. . • w) verschwinde. Dies führt auf n Gleichungen von der 
Form 

und hieraus findet man für 6r(£,) zwei Werthe, von denen der 
eine oder der andere ^i heissen möge. Nunmehr hat man 
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zur Bestimmung der Grössen g^ bis gn—i folgende n lineare 
Gleichungen: 

9q + 9x^2 + 92h^ H h ^«- 1 «2^*""^ = Af 

9o + 9l^n + 92^n-\ h 9n^l ^r!'~'^ = ^nj 

und die Gleichung (3) lautet jetzt einfacher 

Die Function F l'ässt sich dadurch bestimmen^ dass man den 
Coefficienten von w in Gleichung (3) durch (p^ dividirt; der 
Quotient muss im Allgemeinen eine ganze Function vom min- 
destens n — 2*®" Grade sein. 

Sind mehrere der Zahlen si einander gleich, so hat man 
zur Bestimmung der Coefficienten g nicht die hinreichende 
Anzahl linearer Gleichungen. In diesem Falle kann man sich 
die fehlenden Gleichungen durch einen Diflferentiationsprocess 
verschaffen. Ist beispielsweise 

so hat man zu verlangen, dass der Factor von w in Gleichung (3) 
die Potenz (a; — e^Y ausscheide, das heisst, dass derselbe 
sammt seinen v — 1 ersten Ableitungen für x ^= s^ ver- 
schwinde. Man findet nun aus diesen Bedingungen gewisse 
Werthe für G{€r), G\By), . . . ö<''-^) («,.), welche ^„ z//, . . . 
z^v^"""^^ heissen mögen; andererseits ist 

^ («0 = 9q +9i Bv + g^^v^ -{ h 9n-l «r**~S 

ö' (^.) = 9x + 2(/2£, + '5g, e,? + • • • + {n-\)gn-, e/-^ 

a"(eS) = 1 .2(/2 + 2. 3^3 £,+ . . . + (n~ 1) fn~2) (7,_i £,--», 

Diese v linearen Gleichungen im Verein mit den übrigen 
Gleichungen des Systems reichen zur Bestimmung der g aus. 

Wie man sich zu verhalten hat, wenn noch andere der 
Zahlen Si einander gleich sind, ist jetzt leicht einzusehen. 

Was nun das Integral der Gleichung (1) anbetriffi, so wird 
es durch die Substitutionen 



y = ?o.i^ und v = we^''''^ 

vermittelt; es lautet 

I(lw\ 

unter w; das Integral der letzten DiflFerentialgleichung verstanden. 
Wir wollen die im Allgemeinen angedeutete Transforma- 
tion auf die Gleichung 

(1) (a+bx+cx^)^+Ax^+By^-i-2Cxy+2Dx+2Ey+F=0 

anwenden; dabei wird sich zeigen, dass die Integration von 
der DiflFerentialgleichung der hypergeometrischen Reihe ab- 
hängig ist. 

Man hat jetzt im Speciellen 

(p^^ = a -{- bx -{- CQ^y g?i = JB, ^jj = 2{Gx + ^); 

9)3 = Ax^ + 2I)x + F. 

Daher lautet die Gleichung (2) folgendermassen: 

(2) (« + i^^ + c^')' ä J + (a + 6ä + cx^) («1 + 61^) ^- 

+ («0 + ^0^ + ^0^^)«^ = 0,*) 

und hierin sind die fünf neu auftretenden Coefficienten von 
einander unabhängig und unmittelbar durch die früheren ge- 
geben. 

Setzt man nun 



bx-i-CX^ 



unter g und h zwei noch zu wählende Zahlen verstanden, so 
kotnmt man nach gehöriger Reduction zu folgender DiflFeren- 
tialgleichung: 

in welcher 



*) Diese Gleichung könnte auch unmittelbar durch Riemann'sche 
P- Functionen integrirt werden. 
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^0 = (öj -(- 6a; -f- cx^Yj 

^j = (a -f. 6:r + cx^)[a^ + 2g + {\ + 2h)x]y 

^2 = (« + 6^ + ox^)h-{' {g + hxy 

+ {a,''b + {b^ — 2c)x]{g + hx) 
+ aQ + bQX + CQx\ 

Für die weitere Untersuchung ist es erforderlich, vier 
Hauptfälle der Transformation zu unterscheiden , und zwar je 
nachdem der Ausdruck a + 6a? + cx'^ allgemein, vollkommen 
quadratisch, linear oder constant ist. 

I. Fall. Es sei a -\' hx -{- cx^ = c(x — €i) {x — ^g)- 
Man bestimme die Zahlen g und h so, dass 

^2 = K^ — h) (^ — h)' 
Dies ist möglich, so lange e^ von 82 verschieden ist; deun wegen 

^2 (h) = und ^2 ih) = 
hat man die beiden Gleichungen 

(5'+ÄO'+{«i-&+(&i-2c)£,}(ör + Ä£0 + «o+&o^i+^o^i' = 0, 

Aus diesen findet man zunächst 

g ^hs^= ^1, g + h62 = z/2 

und hieraus 

^ fi^g—fg^ ^ _ A — ^> 

Die Zahl ä; hat als Factor von x^ in ^2 <i®° Werth 

Ä = Ä^ -|- (Jj — c)h + Co- 
Nach diesen Bestimmungen lautet die Gleichung (3) 

c\^ — h)i^ — h)ä^+c{a^ + 2g + (h,+ 2h)x]^+]cw=0 

und geht für 

X — f 1 = fe — O^ 
über in eine Gleichung der Form 

■" ^')d^ + <^'' + P^^d^ + yw = 0. 
IL Fall. Es sei a -{- bx -\- cx^ = c(x — s)^. 
Dann lassen sich die Grössen g und h so bestimmen, dass 

^2 = Jc{x — f), 
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9o ^ + 9^i2/ + ^ty + SPs = ö- 

Das heisst aber: es muss der Factor von x^ in V's verschwin- 
den und 

sein. Dies führt auf folgende Gleichungen: 

h' + (\-c)h + c, = 0, 

(g + hsY + {ai + h6){g+h6) + a^ + b^e + c^s^ = 0. 

Aus der ersten findet man h, aus der zweiten bestimmt sich 
der Ausdruck g '\- ha, also schliesslich g. Die Zahl k hat als 
Factor von x in ^2 den Werth 

h == 2pA + a^Ä + (61 — 2c)g + fc^. 

Nun reducirt sich die Gleichung (3) auf 

Führt man statt x eine neue unabhängige Variabele u ein mit 

Hilfe von 

1 

X — 6 = — , 

SO vereinfacht sich die letzte DiflPerentialgleichung zu 

^d^« + (" + '^^^ä-t. + y^ = ^- 

III. Fall. Es sei c = 0, & ^ 0. 
Dann lassen sich die Grössen g und h so bestimmen, dass 

^2 = /c(a + Ja;); 

das heisst aber: es muss der Factor von x^ in ^2 verschwin- 
den und 

sein. Dies führt auf folgende Gleichungen: 

Ä« + 6,Ä + Co = 0, 

(0 + hsy + [a,-b + b,s}(g + he) + a, + b,e + c,s'^O. 

Aus der ersten findet man Ä, aus der zweiten bestimmt sich 
der Ausdruck g '\- hs, also schliesslich g. 

Die Zahl Je hat als Factor von x in ^2 ^^^ Werth 

& = 2gh + ajA + Ji^r + \. 

Nun reducirt sich die Gleichung (3) auf 

(a + 6x)|^ + {a, -\-2g + (b, + 2Ä)*}ff + Ä«; = 
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und geht für 

a •■{- bx = u 
über in 

d^w i / i a \dw . ^ 

^äu« + <^« + ^^)dü + ^^ = ^- 

IV. Fall. Es sei c = und 6 = 0. 

In diesem Falle verfüge man über g und h so, dass die 
Factoren von x^ und x in ^g verschwinden. Dies führt auf 
folgende Gleichungen: 

h' + h,h + c, = 0, 2gh + a,h+b,g + \ = (), 
und nun ist ^g gleich einer Constanten, nämlich 

Jc=g^ + a^g + ah + a^. 
Die DiflFerentialgleichung (3) besitzt jetzt die Gestalt 

«*g + «{«1 + 25^+ (&, + 2A>}f| + Ä;«' = 



und lässt sich mit Hilfe der Substitution 

abermals auf die Form 

^d^ + (" + ^^)^ + ^^ = ^ ) 
bringen. 

Nach Erledigung der vier Hauptfälle können wir folgen- 
des Resultat aussprechen: 

Die Differentialgleichung 

(2) {a + hx + c^')'^^ + (a + bx + cx^)(a, .+ b^x)-£ 

+ («0 + ^0^ + CqX')v = 

kann durch die Substitutionen 

X C-t —^ \.*2 "~" ^1/7 



V = w , e ^ ^ und resp. 



1 
x— s = . 
u ' 

a'\-bx = Uj 



*) Auf noch speciellere Fälle dieser Gleichung gehen wir hier nicht 
ein. Man findet deren Transformation und Integration in den „Vor- 
lesungen über höhere Analysis^^ von 0. Schlömilch. 



<Po j| + 9i 2/* + <Ps2/ + 93 = 0- 

stets in eine der Gleichungen 

^ä;? + (« + ^^)5^ + ^^ = ^ 

transformirt werden, für welche die Integration hinlänglich 
bekannt ist. 

Der Zusammenhang zwischen den Integralen der Glei- 
chung (2) und der Gleichung 

(1) (a+hx+cx^)^+Ax^+By^+2Cxy+2Dx'\'2Ey+F=0 

ist nun gegeben durch 

dv 



und weil 

' dv dw 

dx g -\- hx ^ , die 

V a -{- bx -\- cx^ "•" w ' 

so genügt der Gleichung (1) 

!dw \ 
g^kx + (a + bx + cx^)-^\, 

unter w das in x ausgedrückte Integral der entsprechenden 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung verstanden. 

Veröflfentlicht in der Zeitschr. f. Math. Jahrg. XXVII. 



Studie IV. 

Ueber DifferentialgleichTingen, welche durch hypergeometri- 
sche Functionen integrirt werden können. 

A) Es soll im ersten Theile dieser Arbeit diejenige 
lineare DiflFerentialgleichung zweiter Ordnung behandelt wßr- 
den, der genügt wird durch das hypergeometrische Integral 

9 
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Stadie IV. üeber Differentialgleichungen und 






dh 



dz 
dx 



Herr L. Pochhammer hat jene Uneare DiflFerential- 
gleichung n*®' Ordnung aufgestellt, welche durch hypergeome- 
trische Integrale n*®' Ordnung integrirt werden kann*)/ Im 
Falle n = 3 kann man derselben folgende Form ertheilen: 

(1 — |[i — &l)^2^3 

+ (1 - w-&2)^3^i( ax' 
l+(l — ^ — 63)^1^2 

(1 — ^ — 62 — 63)a;i 

+ |[i-f(l — ^ — 63 — l^)x^ 
+ (1 — /i — 61 — 62)^3 

+ (1 + ^)^{1 -y,^h,-l,-h,]0 = O, 

und ihr genügt particulär 

h 

9 
wobei 

Xk = X — ttA:, Wjt = M — a^ 

und (/ und Ä irgend zwei der Zahlen a^^ a^, % bedeuten. 
Setzt man die Bedingung 

1 - /^ - (&1 + «^2 + 2>3) = 

fest und schreibt y statt 3-, so lautet die letzte DiflFerential- 
gleichung 

(1) X^X^X^ ^ + { (62+^3)^2^3 +(^3+ 6i)^3^1 + (ftl+&2)^1^2 } J^ 



da; 



dx 



iilh^x^ + h^x^+h^x^} y=0 



und das Integral 



(2) 



y = / Wi**'"^M2**~^^3*'""^ (** "~ xydu. 



9 



Dass diese Gleichung die einzige der verlangten Art ist, wel- 
cher durch das aufgestellte Integral genügt wird, geht durch 



*) Pochhammer, Ueber hypergeometrisc^je Functionen höherer 
Ordnung, 71. Bd. des Journals für die reine und angewandte Mathematik. 
— Vergl. auch S. Spitzer, Neue Studien über die Integration linearer 
Differentialgleichungen (Schluss), Wien 1883. 



hjpergeometrische Fnnctionen. 
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die folgende Untersuchung hervor. Man verlangt, dass der 

Ausdruck 

h 



y =J g(w — xjf'du, 



9 



wobei f durch die DiflFerentialgleichung 

(a) WjW^Wg ^ — { (61— l>2t«8+(62— 1)^3 Wi+(63— 1)^1^2 } 5=0 
gegeben ist, einer Gleichung zweiter Ordnung 

genüge. Nach dem Vorgänge von Euler muss nun 

Jt(u — xy-^{it,{jn, — l)Xi — (iXi{u — x)+ Xo(u — xy\du 

und hieraus folgt unter Berücksichtigung der Gleichung (a) 

/t(ft — 1)^ — f -x^iC« — *) + -^oO* — "^y 

Differenzirt man diese Gleichung dreimal hintereinander nach 
«, so entsteht 

(^ — 1 + \)UiU^ 



- iiX, + 2Xo(m - a;) = p 



+ (;* — 1 + M%«i 

61 («2 + Ms) 

+ fc^K + «1) 

I+^sCmi + m«) 



+ ft(M — a;) 



2Zo = (t 



(ft — 1 + 26i)(M2+«3) 

+ (^ - 1 + 2h,)(u^ + M.) } +2iiiu-x){h,+h^ + h), 

l + (ft-l + 263)(Mi + M,) 

= 6^(^-l + &i + &2 + &3), 

und da alle diese Gleichungen identisch stattzufinden haben, 
also auch für u =s x, so ergiebt sich mit Benutzung der Be- 
dingung 

(b) ^ -. 1 + 6^ + j^ + 63 = 0: 

Xo = — /It {hl X^ + &2^2 + *3%)- 
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Da nun wegen (a) 
so hat man 

und dies verschwindet für Uk = a*, vorausgesetzt, dass die 6 
positive Zahlen sind oder solche complexe Zahlen, deren 
reeller Theil positiv ist. Mithin genügt das angegebene 
Integral der DiflFerentialgleichung (1), falls es zwischen den 
erwähnten Grenzen genommen wird. 
DiflFerenzirt man die Gleichung 

n-mal und betrachtet (b), so entsteht 

I(*2 + *3 + W)^"2^3 
+ (*3 + ^1 + w)^3'^i \ y 
+ (^1 + h + ^)^i^2 
(b, + ^0 X^ \ 



dx 



(«+!) 



+ {n — ii) 



y 



in) 



+ (^2 + W) ^2 
1+ (^3 + ^)^3 

Für n = [i folgt hieraus 

x,x,x,y^+^)- { (h—l)x, x,+{b,- l)x.^x,+{b,- l)x,x, } 2/(/'+^)=0, 

und von dieser Gleichung ist 



(4) 



0/ X 



ein particuläres Integral, falls fi eine ganze negative Zahl ist. 

Der letzte Ausdruck genügt aber auch der vorgelegten 
Differentialgleichung (1). Diese Herleitung des Integrals ist 
nicht frei von Einwürfen; man kann sich aber leicht von der 
Richtigkeit desselben auf directem Wege überzeugen und über- 
dies sind derartige Integrationen seit Liouville genugsam 
bekannt. 

Wählt man in Gleichung (3) w == |x + 1 und setzt 
3/^'+^) = s, so lautet dieselbe 
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f {2'-'hi)x.^x^ 



ds 



+ (2 - 63 - h,)x. 



s=0. 



+ (2 — 62)^3^1 l^i + 

l + (2 — y^i^2 
und die Gleichung wird befriedigt durch s =^ y^^''^^\ also 

wegen (4) 

s = Xi^^~^xJ'^'~^x^^*~^. 

Die beiden Integrale (2) und (4) der DiflFerentialgleichung (1) 
lassen folgende Reduction zu. Führt man zunächst in das 
Integral 



h 



y = f (u -— a^^^-^{u — a^^-^{u — a^y^-^iti -— xYdu 



9 



die gebrochenen Substitutionen*) 

u = 
ein, so entsteht 



1 + iv' ^~i+xs 



2/ 



n 



{ (1 - ^«, )" -«1 } *^"' { (1 - Aa,)i?-a, } ^-1 { (l_Xa3)t;-a3 } ^'-\i;~5y 



9 



( l + ;L i;)-"-1+^i+*»+*» (1 + Z g)'^ 



dv. 



Setzt man noch 



y = 



^ 



und beachtet die Bedingung (b), so hat man 
h rj = 



j { (1— Aai>— «1 ) *^-i { {l''la.,)v—a^ } ^-^ { {l—ka,)v—a^ \ ^>-\v—^ydv. 



ff 



Nun kann man aber aber l so verfügen, dass das vorstehende 
hypergeometrische Integral dritter Ordnung in eines der zweiten 

Ordnung übergeht. Wählt man etwa A = — , so vereinfacht 

ein 

sich das vorige Integral zu 

h 



9 



wobei 



1 «8 — «1 ' «3 — «2 



*) Auch die reciproken Substitutionen ßind brauchbar. 
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und der vor das Integral tretende constante Factor unterdrückt 
worden ist. 

In analoger Weise lässt der Ausdruck 

(4) y = ^^{(^ - a,y^-^{x - a,)>^-^(x - a.f--^} 

far 

I 



X == 



unter Anwendung der Formel*) 

--^T-r--<'+''^)-^'- '"'.y""' ' (—-"-') 

folgende Umgestaltung zu: 

oder für 

y = 

(1 + nr 

und wegen (b) 

^=^1 { (l-ilaj^-oi }».-' { (l-K)!-«.) } *--' { {l-^s)^-a,}'>'-K 

Auch hier gewinnt man bei specieller Wahl des A, etwa 
A = — , einen Ausdruck 

welcher, falls fi ganz und negativ ist, einer Differentialgleichung 
genügt, die sonst mit hypergeometrischen Integralen zweiter 
Ordnung zu integriren ist. Die a haben die vorige Bedeutung. 

Da sich die Integrale der Differentialgleichung (1) durch 
gebrochene Substitutionen von der dritten Ordnung auf die 
zweite erniedrigen lassen, so wird sich auch die Differential- 
gleichung selbst in entsprechender Weise reduciren lassen. 

In der That, transformirt man die Gleichung 



*) 0. Schlömilch, Zeitschrift f. Math. u. Physik lU, S. 66. — 
S.Spitzer, Studien über die Integration linearer Differentialgleichungen, 
VIT. Abschn. S. 60. 



hypergeometriscbe Functionen. 



51 



(1) X^X^X^ ^+{(&2 + &3)^2^3 + (^3+^)^3^1+(*l+y^l^2} ^1 



mittelst 



— /^{^^l + &2 ^2 + ^3^3 }y = 

n 






so ist 



dy 



i + W 



drj 



y = 



(1 +x^r' 



drj 
dl 



|f=(i+Aiy-.((i+A|)g-A^,), 

g=(l+A|)^-''((l+^iy|J-2A(ft-l)(l+A|)'j|+AV(f*-l)'2), 

und man bekommt, nachdem geordnet und die Bedingung (b) 
berücksichtigt worden ist, 

(1 + XmM.^. + (1 + AI) U (&3 + &,)(! + AI,) lall 

(+(6,+&,)(l + A|3)|ilJ 

6,(1 + A|,)(l + A|3)|. 
- ,* + 6,(1 + A|3)(l + A|.)|, U = 0. 
,+ 63(l + Ay(l + Ayi3, 

Hierbei dient zur Abkürzung 

Ia = (1 if- Aajb)g — a;t. 
Beachtet man, dass 

' 1 + Ag* = 1 + ^{(1 - ^«>fc)S - «W = (l - ^«0(1 + ^^\ 
so geht die letzte DiflFerentialgleichung über in 

( (6, + 63)(l-AaO|,|3- 

IJ.I3 ^, + + («-3 + &i)(l - ^a,n,^, 

61(1 — Aoj,)(l — Aa3)|i 
— (t 4- 6,(1 — Aa3)(l — Aöi)!,} jj = 0. 
+ 63(1-Aai)(l-A«,)|3 

Setzt man jetzt, wie früher, durchweg 



dq 



. 1 <*1 fl^q 

A= — , — i-5— = a 

«8 «8 — <»1 



«2 «3 



1 ; 



«Q — a« 



Gf< 



2? 



SO wird die letzte Gleichung durch S3 theilbar und es entstellt 

4* 
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wie zu erwarten war. 

Obschon man bei wirklicher Durchführung einer nume- 
rischen Rechnung immer auf die letzte Differentialgleichung, 
resp. die gewöhnliche Gauss'sche Normalform zurückgehen 
wird, verdient doch bei allgemeiner Darstellung die Gleichung 
(1) wegen ihrer Symmetrie den Vorzug. Den singulären 
Punkten x = 0, 1, cx) der Gauss'schen Gleichung entsprechen 
hier die unter sich gleich berechtigten 

Zur Ableitung eines zweiten particulären Integrales der Glei- 
chung (1) dient die folgende Transformation*). 
Man substituire in die Gleichung (1) 

dann kommt t 

+ (2^2 + 63 + 61)^3^1 

1+ (2 1^8 + 61 + 62)0:1 5^2 
(^2 + 1^3 — f*^)^l' 

+ (v3+«'i — f*62)ir2 

-+(^l + «^2 — /^y^3- 
V^X(^X^ 



ä}w 



(5) \x^ X2 x^ ) -j^ + (Xi x^Xq) 



dw 
dx 



+ 



(x^x^^) 



+ 



+ 1/2^3*^1 



(l^l— 1+^2+63)^2^3' 

+ (t/2—l + 63 + 61)0^3 0^1 



iv=Q, 



-+«^3^1 ^2 J L+(l^3— l + &l + &2)^1^2- 
Wählt man die v derartig, dass 
^1-1 + 62 + 63=0, „,—1+63 + 6^=0, ,,3-l + 6^+6,=0 

und beachtet hierbei die Bedingung 

*) Es giebt noch andere derartige Transformationen, insbesondere 
wenn eine oder zwei der Grössen v gleich Null geDommen werden, und 
man könnte leicht eine vollständige Analyse der Gleichung (1) geben, 
wobei die Untersuchungen über die Diflferentialgleichung der gewöhn- 
lichen hypergeometrischen Reihe massgebend wären und auch vollständig 
ausreichten. Wir haben die obige Umformung deswegen herausgegriffen, 
weil sie sehr allgemein ist und noch zu anderen Zwecken dient. 
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fi - 1 + 6, + 62 + 63 = 0, 
so vereinfacht sich die DiflFerentialgleichung (5) zu 






+ (1— 62)^2 }^=0. 

l + (l-&3>3 



(2— 62— Js^gÄ^a I 

,+(2— 61— 62X0^2 1 

Eine Gleichung mit denselben Coefficienten erhält man jedoch 
auch^ wenn man in 

(1) XiXiX^^,+ {(b^+\)x,x^ + (h^+hi)x^Xi+{hi+h^)x,x^} % 



dx' 



dx 



—5*{&i ^1+^2+^3^3 }y=o 



an Stelle von 



61 \ h 



f* 



die Verbindungen 

1-61 1-62 1-63 -(f* + l) 

setzt. Bezeichnet man sonach das frühere Integral (2) oder 
^4) der Gleichung (1) durch 

y = f(bkyXk), 

so ist ein zweites Integral dieser Gleichung 

j/i = x^^^x^^^x/^fil — hk, Xk). 

Das allgemeine Integral lautet daher in extenso 



(6) y={ 



n 



?2— O3 



du 



ff 



'}-C.ß^^-^-'^>X2^~^*~^'X^^~^'~~^ f u{-^mf-^nif-^^{u—xy^-^^-^*"^du, 



9 



wobei die 6 positive echte Brüche sein müssen oder solche 
complexe Zahlen, deren reeller Theil positiv und echt ge- 
brochen ist. 

In dem speciellen Falle, wo 

sind die beiden particulären Integrale von einander nicht ver- 
schieden. Nimmt man zunächst 

&i = 62 = ^3 == h 
so haben dieselben folgende Gestalt: 
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A 



h 



t/i = {x^x^x^'^^^^ I {u^iL^n^-^{ii—x)^^-^ du, 

9 

Nun genügt der Gleichung (1) oflFenbar auch 



-&S-/(''. 



* 'a;,a;,a:,UiMiU,\i— 2» 






oder für 6 = ^ 

V = f ^— los ^1^«^3^1^8^8 

Mithin lautet in diesem Specialfalle das vollständige Integral 



9 



Vertauscht man in der angezeigten Weise die Buchstaben 
auch in dem Ausdrucke 

(4) y = fiu^i {x.'^-^x^^-^x^^^-^}, 

dx ^ 
so erhält man 

y^ = irjl-*a-ö./p^l-ft.-6ia;jjl-fr,-*ri {X-^'X2'~^X{-^*], 

welcher Werth ein Integral der Gleichung (1) ist, so lange ft 
eine ganze positive Zahl incl. Null bedeutet. Ist sonach /x, 
also auch 6i + ^g -j- 63 überhaupt eine ganze Zahl, so genügt 
stets einer der oben angegebenen höheren Diflferentialquotienten. 

Es mögen nun zwei lineare Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung Erwähnung finden, welche Specialfälle der Gleichung (5) 
sind und daher durch hypergeometrische Functionen integrirt 
werden können. 

Die Gleichung (5) hat die Form 



(7) (a + ßx + yx^ + 8x^) 
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2 



+ (« + /5^ + yx^ + *^0(«i + A^ + yi^')S 



(Jo:<J = -(i/-fi) 



+ («0 + ^^^ + n^^ + *o^^ + «0^*)^ = 0. 
Vergleicht man die Coefficienten dieser Gleichung mit den 
entsprechenden der Gleichung (5), so erhält man ein Gleichungs- 
system zur Bestimmung der neun Grössen a*, 6* und i/jt. Da 
aber elf Gleichungen zu befriedigen sind, so bleiben zwischen 
den Coefficienten der Gleichung (7) zwei Bedingungen übrig. 
Werden die Coefficienten 8^ und b^ entwickelt, so findet man 

l+(2i/ + l-^ + 63~2i/3)a3 
wobei zur Abkürzung 

^1 + ^2 + ^3 =^ 

gesetzt wurde. Man erkennt, dass beide Coefficienten ver- 
schwinden, wenn v = /ti, und dass ausserdem in diesem Falle 

y. : <J = 2(1/ + ti + fc^ + fts) = 2(v+ 1 -ft) = 2. 
Mithin ist die Differentialgleichung 

(7 a) {aJr^x^y^-\-8xYi^ 

+ (« + ^a; + yo;* + 8^){a, + ^,x + v^x^) g 

+ («0 + /5o« + ro«*)«' = 
mit Hilfe der Substitution 

M) = (a; — a,)-'- (a; — a^-^-^ix — Og)— -y 

auf die Gleichung (1) zurückführbar, wenn nur die eine Be- 
dingung 

besteht, v^, v^y v^ gewisse zu bestimmende Zahlen sind und 
«i; «2; % ^^® Wurzeln der Gleichung 

a^ßx-^-yx^ -^ 8x^ = 
bedeuten. — Im zweiten Theile dieser Studie wird sich zeigen, 
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dass auf die letzte Differentialgleichung (7a) eine bemerkens- 
werthe Gleichung erster Ordnung zurückgeführt werden kann*). 
Der Coefficient Sq verschwindet auch, falls 1/ = fi — 1, 
und dann ist 

( (2vi + &2 + h)^i 

1+ (2^3 + ^1 +h)ci'J 
Wählt man, um Öq zum Verschwinden zu bringen, 

so annulliren sich gleichzeitig die Coefficienten a^, ß^ und y^^, 
und es bleibt die Gleichung 

(7 b) (a + ßx + yx'+ Öa^f g + («, + ß^x + y,x')w = 0, 

in welcher die Coefficienten keiner Bedingung mehr unter- 
liegen**), um aus diesen Coefficienten die Parameter a* und 6* 
des Integrals zu finden, hat man zunächst 

« + i^a: + yx^ + *^^ == *(^ "~ ^i)(^ — «2)(^ —' ^3)- 

Die Zahlen Kq, ß^, y^ bestimmt man so, dass man der Reihe 
nach fl? = «1, ttg, «3 setzt und den Coefficienten von w in 
Gleichung (5) ins Auge fasst. Man erhält auf diese Weise 

^iK— l+&2+*3)(«i— «2)^(%—«3)^ = {%+k^i+Yo^i) ' *^ etc. 

oder, weil 

Vi =—^(62 + 63) etc., 

-i(62+63)[i(&2+63)-l][(«i-«2)K-%)]'=(«o+^o«i+yo%'):«' 

etc. 

Es ergeben sich also die h aus drei gleichartig gebauten qua- 
dratischen Gleichungen, von denen die erste folgendermassen 
lautet: 

(h,+h,r^2{b,+h,)+4[a,+ß,a,+y,a,'] :d[(a-a,){a-a,f= 0. 



*) Vergl. S. 59. 

**) Hierbei wurden die v unabhängig von den drei Wurzelwerthen a 
bestimmt. Verfährt man weniger speciell, so kann man die v auch so 
wählen, dass folgende Gleichung erscheint: 

(a+ßw+yx^+Sx'y ^ +a. (cc+ßx+yx^+Sx*) ^ +(a,+ß,x+Y, x^w = 0. 

Vergl. Zeitschrift f. Math. u. Phys. Jahrgang XXVIII. S. 241. 



w=^{ 



Vfft, 6.+fti bi-Hr ^ 



hypergeometriache Functionen. 57 

Nach diesen Recliuungen hat man wegen w =^ x{'^^x.^'''-^xf'''*y 
und mit Hinzuziehung der früher gewonnenen Integralform (6) 
für die Differentialgleichung 

(7 b) (a + /Ja; + yx« + <Ja;»/g + («„ + h^ + y^x^> = 
folgendes vollständige Integral: 

*a-h*a 6.+61 ftl-H-» i 

i_^±^ j__MA i_MA ?. 

+(72^?! ^ i^g ^ x^ ^ j uf-^^uf-^ui-^^{u—xy^+^-^^-^du, 

ff 
die h als positive echte Brüche oder als complexe Zahlen ge- ' 
dacht^ deren reeller Theil positiv echt gebrochen ist. 

Sollte 61 + ^2 + ^3 ®i^ö ganze Zahl sein, so genügt der 
letzten Differentialgleichung auch stets einer der Ausdrücke 

^ *dA äjp ^6,+6,+6.-2 

w=x,- X, X, ^-,;4^;:4^;z:^{^i'^-'^2'^-'a;3*'"M, 

ux 

j_6a-föj i__b:^:^ i—^ii^ i_6 —& —6 

w,=x, ' X, ' X, ' -'^^x-l.J,-!. {xr'^xr'^x,-'^}. 



Im zweiten Abschnitte dieser Arbeit mögen einige Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung Erwähnung finden, welche 
auf die früher betrachteten Gleichungen zurückgeführt werden 
können und denen sonach hypergeometrische Integrale genügen. 
• Vorgelegt sei die dem Connex (1, 2) entsprechende Diffe- 
rentialgleichung 

wo 

K, = AiX^ + Bif + Qxy -f DiX + E^y + F^. 

Verlangt man, dass dieser Gleichung drei durch einen Punkt 
gehende Gerade particulär genügen, und verlegt der Einfach- 
heit halber diesen Punkt in den Coordinatenanfang, so muss 

die Gleichung für 

y = iix 

identisch erfüllt sein; das heisst, es muss 



identisch 0. 
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-j-(A^a^-\-B,(i'x^ + C,iLx'+D,x-\-E,iix+F,)iir 
oder 

+ {D,+(D,+E,)ii+E,ti'}x+F,+F,ii 

AnnuUirt man den Factor von x^ so, dass man für fi jede 
der drei Wurzeln der betreflfenden cubischen Gleichung zulässt, 
so gehört zur Identität, dass 

A = A + -^1 = -^2 = ^1 = ^2 = 0, 

und lässt man noch die überflüssigen Grössen Dg und E^ fort, 
dann resultirt als Normalform der vorgelegten DiflFerential- 
gleichung 

(^,0^ + By+ C,xy)dx+(A,x'+B,y'+ C,xy)dy] 

+(Ä,x'+B,y' + C,xy+F,){xdy-ydx) 

Setzt man hierin 

1 u 

x = —y y = — , 



(8)[ 



= 0. 



so entsteht eine Riccati'sche Gleichung 

^ _ p 
du ^ 



O^ - F^v^ — ^v — ii == 0, 



in welcher 

O = ^, + (^2 + Gl) u + {B, + C,) u' + A ^^ 
W=A, + C,u + By 

si = Ä^ + Csu+By 

und jPg seinen Werth beibehalten hat*). 

Der üebergang zu einer linearen Differentialgleichung 

zweiter Ordnung wird nun durch die Substitution 

dw 
$ du 



vermittelt; man erhält 



^— F, IV 



du^ ' ^ ^ du ^ ^ 



und diese Gleichung ist von der Form 



*) Wenn l^g = , so ist diese Substitution unbrauchbar, aber auch 
überflüssig, weil Gleichung (8) in diesem Falle homogene Coefficienten hat. 



u 



hypergeometrische Functionen. 59 

(7 a) (a + ßu + yu'+du^^, 

+ (a + ßu + yu^ + 8u^){a^ + ^i** + ^i«^^) -j^ 

+ («0 + /5o^ + 7^')'^ = 0, 
wobei insbesondere 

sonach 



Unter dieser Bedingung kann aber die obige Gleichung 
durch hypergeometrische Functionen integrirt werden, wie im 
ersten Abschnitt gezeigt worden ist. Mit Gleichung (7 a) ist 
auch Gleichung (8) integrirt, ohne dass dabei eine particuläre 
Lösung dieser Gleichung ausgezeichnet worden wäre. Denn 
die Richtungscoefficienten der drei Geraden, welche der Glei- 
chung (8) particulär genügen, sind die singulären Punkte der 
Diflferentialgleichung zweiter Ordnung, auf welche man durch 
die Transformation schliesslich geführt wird*). 

Man kann noch einen andern Specialfall der Gleichung 

K^dx + K^äy + K^ipcdy — ydx) = 0, 
Ki = AiO^ + JB,y2 + Cixy + D^x + E.y + Fi 

mittelst hjpergeometrischer Functionen integriren, der viel- 
leicht an dieser Stelle erwähnt werden darf. 

Die vorliegende Dififerentialgleichung sei geometrisch da- 
durch ausgezeichnet, dass derselben eine Hyperbel sammt 
ihren Asymptoten particulär genüge, und man wähle, um die 
Rechnung einfacher zu gestalten, die Asymptoten als Coordi- 
natenaxen. Die Gleichung der Hyperbel lautet dann xy = Jc 
und die der Asymptoten x = 0, resp. y = 0, Soll der ge- 
gebenen Gleichung x = und «/ == genügen, so müssen K^ 
und K^ nachstehende Form haben: 

K^ =.(a^x -f b^y + cjy, K^ = (a^x + b^y + Cg)^; 

während K^ stets in folgender Gestalt vorausgesetzt werden 

darf: 

Z3 = a^x^ + b^y^ + c^xy, 

da alle anderen Glieder in K^ und K^ eingehen. 

*) Eine andere Behandlungsweise der Diflferentialgleichung (8) findet 
man im XXVIII. Bande der Zeitschrift f. Math. u. Phys. S. 54. 
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Soll nun noch die Hyperbel xy = k genügen, so niuss 
wegen 

xdy + ydx = 

(ai;z;+6iy+cJ~(a2a?+%+C2)— 2(a5a;^+63j/-+f3^'2/) identisch 
oder 

(a^— a^)x'jr (&i— ^2)2/+ (^i"~^2) — 2(03 0^^+63 y^+ ^3^) identisch 0. 
Hieraus folgt 

so dass die Differentialgleichung einfach lautet 
(9) (a^x + b^y + Ci)ydx + (a^x + h^y + C2)xdy 

+ c^ooyixdy — ydx) = 0. 

Aus geometrischen Gründen liegt die Substitution xy = ti 
sehr nahe; denn der Hyperbel xy =^k entspricht dann w = Ä, 
und den Asymptoten xy = — als Linienpaar aufgefasst — 
entspricht ii = 0. Die neue Differentialgleichung mit den 
Variabein u und y wird daher dadurch ausgezeichnet sein, 
dass ihr zwei parallele Gerade particulär genügen, nämlich 

die w-Axe und eine im Abstände k = \ — ' von dieser Axe 
^ 2C3 

gezogene Parallele. Thatsächlich geht die Gleichung (9), welche 
auch folgendermassen geschrieben werden kann: 

(a^x-{'biy){xdy-\-ydx)']-CiydX'\-C2xdy-{-CQXy(xdy — ydx)==0, 

für xy = u über in 

2c^u(U'-Jc)^ + b^y^ — c^tiy + «it* + Cji/ = 0, 

und da dieses ein Specialfall von 

(a+bu+cu^)^+Äu^+By^ + Cuy+Du+i:y + F=0 

ist, so kann die vorletzte Gleichung in die Differentialglei- 
chung der Gauss'schen hypergeometrischen Keihe übergeführt 
werden*). 

Genügt also der Differentialgleichung 

K^dx + K2dy + K^{xdy — ydx) 
eine Hyperbel mit ihren Asymptoten, so kann man sie durch 

*) Vergl. Studie ü und IIL 
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lineare Substitutionen, d. h. durch eine Verlegung des Coordi- 
natensystems stets auf die Form 

(9) {a^x + \y){xdy + ydx) + c^ydx + c^xdy 

+ c^xy (xdy — ydx) = 

bringen und dann durch hypergeometrische Functionen integriren. 
Am Schlüsse dieser Untersuchungen soll noch gezeigt 
werden, dass auch die Differentialgleichung 

(10) («+ ^1+ y|«+ dS«)|| + («, + ß,^)r,' + («, + ^,1)1?- 

+ («s + ^sS) = 

in die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe trans- 
formirt werden kann. 

Man führe zu diesem Zweck die gebrochenen Substitutionen 

c. 1 + Xt« 1 + %» 

ein, dann entsteht 

{ au' + ßu^l + lu) + yuil -f- lu)' + *(1 + Xuf ] ^ 
[«1« + /3i(l + Am)](1 + xi;)M 
+ +[a^u + ß,{l+Xu)](l + xv)v\=0, 

+ [<h» + ßz{l + ^u)V 1 

und hierin ist der Factor von u^ 

a + ßX + yl^ + dl^ 
und der Factor von uv^ 

{a, + ß,X)%^ + («2 + ß2^)^ + («3 + ftA). 
Man sieht, dass durch passende Wahl der Grössen A und k 
diese Factoren annullirt werden können, so dass eine Gleichung 
von der Form 

(11) {a-['hu+cu^)^ + Au^+Bv^+Cuv+Bu+Ev+F=0 

(JL U 

zurückbleibt, die, wie bereits auf voriger Seite erwähnt, durch 
hypergeometrische Functionen integrirt werden kann. 

Die Gleichung (10) bleibt der Gestalt nach unverändert, 
d. h. es tritt in derselben nur eine gewisse Vertauschung der 
Coefficienten unter sich ein, wenn man an Stelle von 5 oder rj 

die reciproken Werthe -jr oder — setzt. Man kann daher bei 

der Transformation auch die Substitutionen 
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u V 

n 



1 + Zw' ' 1 + xv 

benutzen, und das ist besonders dann angezeigt, wenn in der 
Gleichung 

(«. + ß, X)y^ + (a, + ß^k)x + («3 + /Js^) = 

die Coefficienten der Unbekannten verschwinden, so dass für x 
kein endlicher Werth gefunden wird. 
Liegt die einfachere Gleichung 

vor, auf welche übrigens auch der Speeialfall von Gleichung (10), 
in welchem 

« + ^1 + yr + <jr = (a„ + /Jol)(«' + ^%Y 

führt, so lässt man zweckmässig eine Modification in der 
Transformation eintreten. Man substituire, wie früher, 

1 + XV 

SO dass entsteht 

- («0+ l»ol) ^1 + («1 + |Si 1)0 + ««)' + («2+ /3äS)(l +««')t' 

+ («s+iS3lK=o, 

and hier ist der Factor von v^ 

Um die letzte Diflferentialgleichung direct in eine lineare 
zweiter Ordnung zu verwandeln, bestimme man x und einen 
Constanten Proportion alitätsfactor so, dass 

Diese Gleichung zerfällt in 

UyK^ + a^K + «3 = «o9 
ßy + ß,K + ß, = ß,Qy 
mithin nach Elimination von q 

(«lÄ — «o/^i)«" + («2/^0 ~ «0/^2)^ + («3/^0 — «o/^s) = 0. 

Hieraus ergiebt sich x und aus einer der vorigen Gleichungen q. 
Nunmehr lautet die Diflferentialgleichung 

(«0 + ^^)[-% + 9^') + {(«i + ÄS)2x + («, + ^,|)}t; 
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und geht für 

dw 

1 d| 



Q W 

über in 

(«0 + ßo^)"^^ - {(2«,^ + «.) + (2/3,;. + /3,)|}g 

+ 9(«i + AÖ«<' = 0. 

Aus dem Integral dieser sehr bekannten Gleichung kann man 
das der vorgelegten Gleichung construiren; man findet für 
dasselbe unter Berücksichtigung der verwendeten Substitutio- 
nen folgenden Ausdruck: 

w I , dw\ 

Auf weitere SpecialföUe der Gleichung (10) gehen wir nicht 
ein, denn dieselben decken sich mit den Sonderfällen der 
linearen Gleichungen zweiter Ordnung, auf welche man zurück- 
kommt und welche schon oft ausführlich discutirt worden sind. 

Betreffs des allgemeinen Falles sei nur noch hinzugefügt, 
dass die Zusammenstellung aller Substitutionen, welche nöthig 
sind, um (10) in die Gauss'sche Normalform zu transformiren, 
Folgendes ergiebt: 

Die Gleichung (10) hat die Eigenschaft, ihre Form nicht 
zu verändern, wenn man die Ausdrücke 

einführt. Die Coefficienten der ersten Substitution benutze 
man, um die drei singulären Punkte, also jene, welche durch 
^ + 1^2 + y^^ + (J|^ = bestimmt sind, nach ic = 0, 1 und oo 
zu verlegen. Die Coefficienten der zweiten können im All- 
gemeinen so gewählt werden, dass in der transformirten 
Gleichung — wenn die alte Bezeichnung beibehalten wird — 

«1 = 0, ßi = — 1; «3 = 0. 

Setzt man ausserdem 

a, = y-l, ß, (a + ß), ß, «ß, 

so entsteht eine Normalform 

(12) x(l-x)% + il-x)v'+[r-l-ia + ß)x]v-aßx = 0, 
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welche für 

xdy 

ydx 
nach Ausscheidung des Factors x in die gewünschte Gleichung 

übergeht. 

Veröffentlicht in der Zeitschr. f. Math. Jahrg. XXIX. 



Studie V. 

Ueber lineare simultane Differentialgleichungen, welche durch 
hypergeometrische Functionen integrirt werden können. 

In der vorigen Studie haben wir gezeigt, dass die Gleichung 

(1) {a+ßi +yr + <J|-^|f + (a, + ß,%W + K + ß^Dn 

+ («s + ß,%) = 

in die Differentialgleichung der hypergeoraetrischen Reihe 
transformirt werden kann. 

Da von Gleichungen der Form 

(2) L^+Jlfi,* + i^ij + P = 

die Integration des folgenden Systems linearer Gleichungen: 



(3) 






abhängt, so ist es unmittelbar klar, dass man ein System 
linearer Diflferentialgleichungen aufstellen können wird, welches 
mittels hypergeometrischer Functionen zu integriren ist. 
In der That findet man leicht, dass das System 



(4) 



{a+hx-\-cx^+d3?)-^ + {a^+\x)y-\-{e^-\-d^x)e=Vt 



dx 
diese Eigenschaft besitzt — insofern nämlich, als dessen 
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Integration nach der d ' AI embert' sehen Methode direet von 
der Integration der Gleichung (1) abhängig gemacht werden 
kann. 

Es wird im Allgemeinen aber immer ein Umweg sein, 
wenn man von den linearen simultanen Gleichungen (4) auf 
die nicht lineare Gleichung (1) zurückgeht und diese schliess- 
lich doch wieder in eine lineare verwandelt. Wir stellen 
uns daher die Aufgabe, die Gleichungen (4) so zu behandeln, 
dass wir ohne Durchgang durch eine nicht lineare Dififerential- 
gleichung auf die DiflFerentialgleichung der hypergeometrischen 
Beihe kommen. 

Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass die rechten 
Seiten der Gleichung (4) Null sind und dass auch a = 0. 
Hierdurch wird die Allgemeinheit nicht beeinträchtigt. Denken 

wir uns die Variabele x ersetzt durch — , so lauten die 

Gleichungen (4) bei Veränderung der Buchstaben einfacher: 



(5) 



{a + hx+cx^)^ + {a^+\x)yy + {c^ + d^x)y^ = 0, 



und dieses ist das System, welches in der erwähnten Weise 
behandelt werden soll. 

Die weitere Transformation besteht nun darin, dass man 
in die Gleichungen (5) successive die Substitutionen 



J<^ 



9o+gyx ^^ 



einführt, wobei die Form der Gleichungen erhalten bleibt. 

Dann kann man im Allgemeinen über die Substitutionscoeffi- 

cienten so verfügen, dass die erste der Gleichungen durch 

X — «1, die zweite durch x — fg theilbar wird, wo f^ und €2 

die als von einander verschieden vorausgesetzten Wurzeln der 

Gleichung 

a + 6a? + cx^ = 

bedeuten. Die in dieser Weise vereinfachten Gleichungen 
lassen sich unmittelbar durch hypergeometrische Functionen 
integriren. 

HK7MAKir, Stadien. 5 
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Setzt man der Kürze halber 

a + 6a? + cx^ = c{x — £i)(x — £2) = ^> 

«1 + h^ = 9^11, ^1 + ^1^ = 9i2, 
«2 + h^ = 9^21, C2 + ^a? = (p.27 

so lauten die Gleichungen (5): 



(5) 



^F^ + (Pnyi + 9^i2y2 = o, 



F 



dx 



und substituirt man zunächst 



ji 



dx 





Vi 


— e«^ iji, G — go-{- OiX, 


SO entstellt 






(6) 




U|5 + /;i'ji +/;.'». -0, 



worin 



{; 



F(6,) = 



= (J=l,2), 



a:=6j 



/ii = ^ + 9'iu /12 = 9i2? 

/12 == 9^21 ; /22 = Ö^ + 922- 

Nun verlange man, weil dies durch die spätere Transfor- 
mation gefordert wird, dass 

In /12 

/2I /22 

dann gewinnt man für G folgende Gleichung: 

\ß^ + (9^11 + 922)6^ + 9119^22 — 9l292lL = *e == 0, 

und hieraus folgen zwei Werthe 6r(6,) und 6r'(£/), so dass 
man hat 

Indem man eine der Gleichungen («) mit einer der Glei- 
chungen (ß) verbindet, wird es möglich, gQ und g^^ zu bestim- 
men, vorausgesetzt, dass s^ und fg ^on einander verschieden 
sind. Da diese Gleichungen in vierfacher Weise gepaart 
werden können, so giebt es auch vier von einander verschiedene 
Substitutionsgruppen, welche jedoch äquivalent sind. 



(«) 



(ß) 



90 + 91^2 = G\e»)' 
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Führt man hierauf in die Gleichungen (6) die linearen 
Substitutionen 

ein, löst sogleich nach -^'und -r-^ auf und setzt 



dx 

^11 %2 
^21 ^22 



dx 



= D, 



SO findet man 

-D.-F-^ + (a^^i + ai2^2)(«22/ii — «12/21) 



(7) 



dz^ 



+ («21^1 + 0^22 ^2) («22 ^2 — «12/22) = 0, 



^'^di~ (^11^1 + ^I2^2)(«2l/il — «11/^21) 

— («21^1 + «22^2) («21A2 — «11/22) = f^- 

Soll nun die erste dieser Gleichungen durch x — f^, die zweite 
durch X — «2 theilbar sein, so muss 

(«22/11 «12/21)«=«! ^^ ^? («22/12 «12^2)«=«! ^^ ^7 

(«21/11 «lim)a?=f2 =^ ^> («21/12 «ll/22)ar = «2 = ^> 

uud hieraus ergeben sich für die Substitutionscoefficienten 
proportionale Ausdrücke, die sich nicht widersprechen, weil 
F(f,) =. 0. 

Die Gleichungen (11) lauten jetzt einfacher: 



(8) 



(« — «ä) Tt^ + «1«! + ^1^2 = 0, 



,(^ — «l) 



djK, 



a^... ß^ sind bestimmte Constanten. Eliminirt man aus beiden 
Gleichungen eine der abhängigen Variabelen, etwa z^, so kommt 
man zu der Differentialgleichung 

(9) (x-e,Xx-e,)^, + (y, + ^x)g + m = 0, 

und nun kann die lutegration leicht vollzogen werden. Indem 

man rückwärts rechnet, gewinnt man schliesslich die Integrale 

des Systems (5). 

Die Transformation versagt in mehreren Fällen: 1. wenn 

£i = 62, d. h. wenn F vollkommen quadratisch ist; 2. wenn F 

linear ist; 3. wenn F constant ist. 

5* 
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1. Ist F vollkommen quadratisch, 

■F=c(x-s,f, 



SO setze man für eine neue Variabele, etwa wieder x. 

dann erhält man folgendes System simultaner Gleichungen: 



X 



(10) 



dx 



+ 9iiyi + 9^12^2 = 0, 



in welchem die 9,* lineare Ausdrücke bedeuten, also — wenn 
auf die frühere Bedeutung der Buchstaben keine Rücksicht 
genommen wird — 

9^11 = ^1+ h^, 9i2 = ^1 + ^^; 

9^21 = ^2 + h^f 9^22 = ^2 + ^2^- 

Aus den Gleichungen (10) leitet man mittels der Substi- 
tutionen 

/ — dx 

(^=9o + 9i^7 V2 = ^21^1 + ^%^2 
folgendes System ab: 

^•^ dS^ + (^11^1 + «12^2)(ö^22/ll — ^124) 

+ («21^1 + «22 ^2) (^22/12 — «12^22) = 0, 

— («21^1 + «22^2)(«2/l2 — «11^2) = 0, 

worin 

fn = ^ + 9^117 /12 == 9^12? 

/21 = 9217 /22 = ß^ + 922; 

Um die erste Gleichung des Systems (11) zu vereinfachen, 
verlange man, dass sie durch x theilbar werde; dann muss 



(11) 



{; 



D 



«11 «12 
«21 «22 



I 



(«22/11 «12/2l)«=0 = 0, 



mithin 



/ii /21 

/I2 /22 



= 0. 



«=0 



(«22/12 «12/22)«==0 ^; 

xDie letzte Determinante giebt entwickelt 

[G^ + (9n + 922)6^ + 9^11^22 — 9'l29'2l]a:=0 = 0, 

d. h. 

ffo^ + («1 + ^2)0^0 + «1^2 - «2^1 = 0, 

woraus gQ zu bestimmen ist. 



{ 



«21 (^1 + ^) — «11 h = 0, jjjjjjjjjj 



= 0, 
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Die zweite Gleichung des Systems (11) kann nicht in 
gleicher Weise vereinfacht werden, denn man würde in diesem 
Falle die Substitutionsdeterminante D zum Verschwinden 
bringen. Wohl aber kann man eine Vereinfachung dadurch 
herbeiführen, dass man in den linearen Ausdrücken 

«2i/ii — «n/21 ^^^ «21/12 — «n/22 
die Coefficienten von x verschwinden lässt. Dadurch gelangt 
man zu folgenden Gleichungen: 

TTiiT.nin 
«21^1 — «11(0^1 + ^2) = 0, 

d. h. 

91" + (&i + ^2)5^1 + ^1^2 — h^i = 0. 
Durch die letzte Gleichung ist ^^ bestimmt; für die Substi- 
tutionscoefficienten ergeben sich proportionale Ausdrücke. — 
Da sowohl für ^q, wie auch für g^ im Allgemeinen zwei 
Werthe gefunden werden, so hat man auch bei dieser Art 
der Transformation vier von einander verschiedene Substitu- 
tionsgruppen, die sämmtlich dasselbe leisten. 

Die Gleichungen (11) nehmen nun folgende einfache Ge- 
stalt an: 



(12) 



und aus ihnen geht durch Elimination von ^2 die Differential- 
gleichung 

(13) ^& + (yi + M|J + yo^i = o 

hervor. 

2. Ist F linear, 

F=a-\'hx, 

so setze man für a + &^ ^^^^ neue Variabele, etwa wieder x] 
dann erhält man das System 



/ dZi 
dx 


+ 


«1^1 


+ /Jl^2 


_U, 


dz^ 

dnr. 


+ 


«2^1 


+ M 


= 0, 



(10) 



«^ + 9'uyi + 9i2«/2 = 0, 

* S + 921^1 + 922^2 = 0, 



welches soeben unter Nr. 1 behandelt worden ist. 
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3. Ist F constaut, so hat man es mit folgendem Glei- 
ehungssysteme zu thuu: 

dyx 
(14) 



dx 



+ 9u!/i + 9^122/2 = 0, 



dy., 
dx 



+ ^nVi + 9^222/2 =^; 



wo die q)ik wieder lineare Ausdrücke bedeuten. 

Aus den Gleichungen (14) leitet man mittels der Substi- 
tutionen 

< 

,G^= 5^0 + 9l^J n-i = ^21^1 + «22^2 

folgendes System ab: 

■^"dx + (^^»^1 + «J2^2)(«22/ii — «12^21) 

+ («21^1 + «22^2)K2/l2 — «J2/22) = ^; 
d^ — («11^1 + <^12^2)(^2lfll — «1/21) 

(ö^21^1 + ^22^2)(^2l/l2 — «u/22) = 0, 

worin 2) und /i* die bekannte Bedeutung haben. 

Um die erste dieser Gleichungen zu vereinfachen, verlange 
man^ dass die linearen Ausdrücke 

«22/11 «12/21 ^^^ «22/12 «12/22 
constant werden; dies führt auf folgende Gleichungen: 



(15) 



2)«*«» 



0, 



/ , ,, ■' mithin 



5'i + *i h 



<hi(.9i + h) — o-u'b 

«22 «1 
d. h. 

9l^ + (^ + ^2)5^1 + ^1^2 — ^2^1 == 0. 

Die erste Gleichung des Systems (15) lautet jetzt: 



= 0, 



(16) 



dz^ 



3^ + «i^i + /3i^2 = 0. 



Die zweite Gleichung dieses Systems kann nunmehr nicht 
in der gleichen Weise vereinfacht werden, und eine andere 
Keduction scheint nicht zweckdienlich zu sein. Man substi- 
tuire daher sogleich den aus (16) folgenden Ausdruck für z^ 
in die genannte Differentialgleichung, welche dadurch folgende 
Gestalt erlaugt: 
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(17) 



^\ + (ri + S^x) i^ + (y, + d,x)e, = 0. 



(18) 



dx^ I \/^i I ^ ^ dx 

Wenn man will, so kann man in dieser Gleichung mittels 
des noch unbestimmt gelassenen Qq den Coefficienten 8^ zum 
Verschwinden bringen. Die Grössen a^^ und a^i können be- 
liebige Werthe erhalten; eine derselben darf der Null gleich 
gesetzt werden. — Hiermit sind alle Hauptfölle der Trans- 
formation erledigt. 

Es sei zum Schlüsse noch bemerkt; dass das System 

x{a+hx^+cx^-) '^1 + {a, + \x-)y, + {e^+d,x-)y^ = 0, 

vermöge der Substitution 

1 

:z;'» = — 
u 

auf das System (5) zurückkommt. 

Die soeben vorgeführte Transformation steht in naher 
Beziehung zu der in Studie III besprochenen, und sie lässt 
sich, wie in der nächsten Studie gezeigt werden soll, auf ein 
System von beliebig vielen linearen Diflferentialgleichungen 
ausdehnen. 

VcKöffentlicht in der Zeitschr. f. Math. Jahrg. XXXII. 



(1) 



Studie VI. 

Ueber eine Transformation bei linearen simultanen 

Differentialgleichungen. 

Ein System von Diflferentialgleichungen 

■fg + fnVi + fnV, + • • • + n.y. = 



^g^ + UVi + Uy, + • • • + /"«»y» = 0, 

in welchem die /!•* und F ganze Functionen von x bedeuten, 



72 



Studie VI. Ueber eine Transformation bei 



kann im Allgemeinen so transformirt werden, dass jede Glei- 
chung durch einen linearen Factor 

theilbar wird. Hierbei muss vorausgesetzt werden, dass F 
mindestens n von einander verschiedene lineare Factoren be- 
sitzt, dass also 

wo f eine Constante oder eine ganze Function vorstellt. 

um die Transformation vorzunehmen führe man in das 
System (1) die linearen Substitutionen 

2/1 = «11 ^1 + «12^2 + • • • + «i«^n 

1/2 =^ ^21 ^1 + 0^22 ^2 + * • • + «2n^« 



(2) 



>y« = ttnl^i + ««2^2 + • ' • + ^nn^n 



ein, dann entsteht 



(3) 






k=l 
n 



^•{«-£+«-£+-+«.»S)+2'/'«y*=o 



'' 1 

Bestimmt man hieraus die Ableitungen -^ bis -y^, so erhält 

(ix UX 

man n Gleichungen 

, n n n 

11 j. 

in denen 



D = 



11 • • • ^i/t 
. • • . 

öf»l • • • ^nn 



und -4yi die Adjuncte von aß ist. 

Ordnet man in den Gleichungen (4) nach den Variabelen 
Vi bis yn, so entsteht 



linearen nmulianen Differentialgleichungen. 
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(5) DF-r^-\- 



+ ............ 

. + [Aufm + -^2//2n H h ^n,/nn]yn , 



= 0. 



/=1) «) ..•))>. 



Wenn man nun verlangt, dass die erste dieser Gleichungen 
durch X — £i, die zweite durch x — s^, u. s. f. theilbar sei, 
so ergeben sich n Systeme von je n Bedingungsgleichungen, 
nämlich 

[Alfll + Alfn H h Anlfnl] = 0, 



X=tx 



[Aifn + Axfi^-\ h AniM = 0, 



»=«1 



{^ll/in + -^21/2/» H h Anlfnn] = Oj 



a; = e, 



{-^12/11 "f" -^22/21 + 
l -^12/12 1 -^22/22 1" 



+ -^na/nl} =0, 
+ ^«2^2 } = 0, 



a;=f. 



^ { ^12/i« + -^22/2» H f- An2fnn } = 0, ctC. ctc. 

Aus diesen Gleichungen lassen sich die Verhältnisse der n^ 
Subdeterminanten A^^ bis Ann bestimmen, vorausgesetzt, dass 
die Determinante 

/H /21 • • • /nl 

F = 



/In / 2» • • • /nn 

für x = Siy i = 1, 2 . . ., w verschwindet. — Man kann aber, 
wie sogleich gezeigt, werden soll, das System (1) von vorn- 
herein so transformiren, dass diese Voraussetzung stattfindet. 
Hat man nun für A^^ bis Ann die entsprechenden pro- 
portionalen Ausdrücke berechnet, so gewinnt man auch für 
die Elemente a^^ bis a„„ proportionale Ausdrücke, indem man 
von dem bekannten Determinantensatze Gebrauch macht: 



A' 



ik 



<^ik ^„_ 2 ' 



unter Äik die Adjuncte von Aik in Bezug auf das System 
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All . . . Ain 

•"»1 • • • -"»» 
verstanden; überdies ist 

w— 1 I A A I 




um es endlich zu erreichen, dass für das System (1) die 

Bedingungen 

V(s,) = 0, / = 1; 2, . . ., n 

erfüllt sind, setze man, bevor die linearen Substitutionen ver- 
wendet werden, 

(6) Vk = 0-^ ^ -rikj 

wo G eine ganze Function {n — l)**^** Grades 

bedeutet. Das System (1) geht über in 

f2l ni + iG+f22)V2-i 1- f^n ^« = 0, 



(la) 



dx •^ 






a^ I fnl ni+ +fn2 V2 + 

und in diesem ist 

ö + /ii /'i2 • • • 

/21 G^ + /ij2 • • • 



F = 



+ (ö + /*n„)l2. = 0, 



/2» 



Berechnet man jetzt aus der Gleichung 

F(£,) = 

einen Werth für G{Bij und beachtet, dass zufolge der Be- 
deutung von G 

Grißi) = 5^0 + 9i^i + 02^? H h 9n-iei~'\ 

so gelangt man zu n linearen Gleichungen 
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9Q+9ih + 9ih^ H On-iBT^ = G{e,), 

0) 

9q +9l^n+ 92^n H 9n--l^l ^ = G{6n), 

aus denen die Coefficienten ^^ bis gn—i gefunden werden 
können. — Wesentliche Voraussetzung ist hierbei, dass sämmt- 
liche Werthe £,• von einander verschieden sind. 

Da die Gleichung V(6i) im Allgemeinen n Werthe für 
G(€i) liefert, und jedes dieser G die rechte Seite von jeder 
der Gleichungen (7) sein kann, so darf man eben diese 
rechten Seiten — indem man alle Werthe von G in Rech- 
nung zieht, den Index von s aber ungeändert lässt — variiren 
und zwar in der n^^ Classe mit Wiederholung. 

Da bei einer solchen Variation n^ verschiedene Fornaen 
möglich sind, so giebt es w" Gleichungssysteme (7), die sich 
in den rechten Seiten unterscheiden; es giebt daher n" ver- 
schiedene Substitutionen der Form 

Vk = e*" nkj 
die das ursprüngliche System simultaner Dififerentialgleichungen 
in ein solches überführen, dessen Coefficientendeterminante V 
für n vorgeschriebene Werthe von x verschwindet. 

Veröffentlicht im Joarnal f. Math. ßd. 98. 



Studie VII. 

Ueber die Normalform des hypergeometrisohen Differential- 
gleichungssystems zweiter Classe. 

Unter den verschiedenen linearen Systemen, welche auf 
die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe von 
Gauss zurückgeführt werden können, ist eines des bemcrkens- 
werthesten: 



(1) 



{U — Sy) (U — 6,) (U — 63) -^ + (^2 + -»2^0 Vi 

+ {C, + D^u)v, = 0. 
Dasselbe besitzt in der Umgebung der einzigen singulären 
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Punkte w==£i, e^^ £3 nur reguläre Fundamentalsysteme von 
Integralen. 

Führen wir in die Gleichungen (1) zunächst die Sub- 
stitution 

a -\-})x 
c -{- dx 

ein, so können wir leicht durch passende Wahl der Substi- 
tutionscoefficienten die Form 



(2) 



dl?! 



^(1 — ^) Yx + (^1 + ^i^)^i + (^1 + ^i^)^2 = 0, 
^(1 — 00) ^' + (a, + h^x)Vi + (c^ + d^x)v^ = 



herstellen, in welcher nun ic = 0, 1, cx) die einzigen singulären 
Punkte sind. 

Wenn wir aus den Gleichungen (2) einmal die abhängige 
Veränderliche Vg, dann Vi eliminiren, so werden wir nicht 
sogleich auf die gewöhnliche hypergeometrische Diflferential- 
gleichung geführt; es sind hierzu eine Reihe weiterer Trans- 
formationen nothwendig, welche mau am bequemsten vor der 
besprochenen Elimination, also am System (2) vornimmt. 

Jene Formen dieses Systems, welche unmittelbar 
durch hypergeometrische Reihen integrirt werden 
können, mögen die Normalformen heissen, und um die- 
selben kennen zu lernen, betrachten wir einen Augenblick die 
Gleichungen 

in welchen die Coefficienten 9), p, q die dem System (2) ent- 
sprechende Bedeutung haben. 

Die Elimination von Vg, resp. v^ liefert: 



(3) 



(4) 



+ [<PP2 (J) +Pia2 — P29l] v» = 0, 
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wobei die Striche Ableitungen nach x markiren sollen, und 
hier liest man unmittelbar Folgendes ab: 

Die Gleichungen (4) werden beide*) hypergeometrischer 
Natur sein, 

^} Ö'i; 1^2 = consi; 



L wenn 
n. wenn 




Pi «1 
Pa Qa 


— xip, 


l>i=ai« 


q^—ß^x 


!>«— «2(1 


-X) 


q^—ßiil x) 



IIL wenn 



d. h. 



^u ßij «2? ß2 = const.; 



P2=(1C2X 



Q2 = ß2^ 



d. h. 



Pi Qi 




«1 ßl 


Pa ia 
st; 




«2 ^2 


i>i «1 




«1 ßl 


Pa Qa 




«2 ^2 



% 



% 



«1; ßi7 «2; ft = const. 
Der dritte Fall geht aus dem zweiten durch einfache Ver- 
tauschung hervor und kann ausser Acht gelassen werden. — 
Alle drei stimmen darin überein, dass die Determinante 
1 1); g I durch (p theilbar sein muss, und das können wir 
von vornherein auch erreichen, wenn wir die in der vorigen 
Studie besprochene Transformation in Anwendung bringen, 
nämlich die Substitution 

(5) v.^w.e^'^ , (/c = l,2) 

einführen, wobei G eine ganze Function von einem um eine 
Einheit niederen Grade als 9 ist, deren Coefficienten in ge- 
eigneter Weise bestimmt werden müssen**). 

Im gegenwärtigen Falle erhalten wir vermöge (5) aus 
dem System (3) das neue 

(6) { 2 

9>S + Pi^l + (G^ + ?2)W^2 = 0; 



*) Wenn man auf eine gleichförmige Darstellung verzichtet, so 
genügt es, nur eine der Gleichungen (4) in die Differentialgleichung der 
hypergeometrischen Reihe überzuführen, weil die Integrale der anderen 
mittelst (3) bestimmt werden können. 

**) Alle Fälle, in denen diese Transformation versagt, haben ihre 
Erledigung vorher in Studie V gefanden. 
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und ea soll nun 

i>2 G + Q2 

sein. Da 9 = x(l — ar), so wähle man G = g{i — a:) + hx, 
und um die Zahlen g und h zq bestimmen^ setze man x = 0^ 
dann x = 1. Hierdurch ergiebt sich 



(7) 



ä(0) 9 + &(0) 



0, 



äW i + g^Cl) 



= 0, 



während die Grösse x, welche hier sicher constant ist^ so ge- 
funden werden kann, dass man der Veränderlichen x ii^end 
einen Werth heilegt, für welchen (p nicht verschwindet. 

Indem wir von jetzt ah voraussetzen, dass das System (3) 
so transformirt sei, dass 

Pi 0.1 
P2 Q2 



(8) 



erörtern wir kurz den 



= 0, 

«=1 



(9) 



Fall I. 

Es kommt hier darauf an, das System (3) so zu trans- 
formiren, dass 

g^ = const., P2 = const., 

und dieses wird mittelst der linearen Substitutionen 

erreicht, welche das System (3) in folgendes überführen: 

^9> ^ + K^i + Wiy2)(w2Ä — ^lP2) 

+ {^hVi + Waya)^^! — n,q^ == 0, 

^9> § — (%yi + ^iy2){^hPi - ^iP2) 

— (^2^1 + W2y2)(^2(?l — ^1^2) = 0, 

Denkt man sich die Glieder der Gleichung (9) genau so ge- 
ordnet wie in (3), so übersieht man leicht, dass die den 



(10) 



J = 
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früheren Coefficienten ^2 ^^^ ?i entsprechenden Glieder con- 
stant werden^ wenn man 



»«1 



n. 



9i ^ ^- = Q2 



Wtj " * ' Wjj 



wählt, wo Qi und Q2 ^^® Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(11) 6,9« - (b, - 8,)q -d, = 

bedeuten. 

Nehmen wir jetzt an, dass die besprochenen Transfor- 
mationen alle vollzogen sind, dann haben wir es mit folgendem 
System zu thun: 

^(^ "" ^) dS + (^1 + ^i^)^i + ^1^2 "" ^' 

/»(l — ^) -^ + «2«^l + fe + ^2^)^-2 = ^, 

in welchem 



(12) 



% + ^1^ 



a« 



= xir(l — x) 



"2 ^2 "f" ^2^ 

vorausgesetzt werden darf. Die letzte Determinante zerfilllt in 

(13) 7c = — hj^d^, a^c^ — a^Cy^ = 0, a^d^ + JiCg + *i^2 = 0, 

und weil eben diese Bedingungen erfüllt sind, so gewinnt man 
aus (12) nach Elimination von v^^ resp. v^ zwei hypergeome- 
trische Differentialgleichungen, nämlich 



(14) 



dx^ 



^^)^] £ 



+ ^(i-a>i = o, 



a; 



(1 - X) g- + [1 + «X + c,-(2- h-d,)x\ £ 

+ 5^ (1 — 6.) «2 = 0. 

Dieselben erhalten eine schicklichere Form, wenn mau 
(15) 6, a, l — d^^ß, l + ffi + C2 = y 

setzt; es ergiebt sich 

(16) 

aj(l-a;)|^ + [y-(« + ^+l):r]g-(«+l)(^-l)^,=0. 

Nun erübrigt noch, säinmtliche constanten Coefficienten des 
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Systems (12) durch die ParaDieter der hypergeometrischen 
Reihe auszudrücken. Mittelst (13) und (15) findet man 

l »2^1— (a-(J+l)« 

Die Willkür, welche bei der Wahl von öfg und q obwaltet, 
beseitigt mau so, dass man einer dieser Constanten einen 
festen Werth, Null ausgeschlossen, beilegt. Erst dadurch 
wird auch die Unbestimmtheit gehoben, welche früher in der 
Berechnung der Substitutionscoefficienten m^, Wg; w^, Wg aus 
ihren Verhältnissen verblieben war. 

Wählen wir etwa Og "^ — 1 ^^^ tragen die obigen Werthe 
in (12) ein, so erhalten wir als erste Normalform des 
hypergeometrischen Differential gl eichungs Systems 
zweiter Classe: 



(18) 






(cc-ß+iy 



ki-^)S--»- P"/Vi''^^ -(i-^>K-Q- 



Es sind dies genau die Gleichungen, deren Integralsystemc 
von Herrn Königsberger ausführlicher discutirt worden sind*). 
Gehen wir nun über zu 

Fall IL 

Es kommt hier offenbar darauf an, die Gleichungen 

dvi 



(3) 



9> 



dx 
dv 



+ 1^1 ^1 +^1^2 = 0, 



9> ^+Ä^i + 9^2^2 = 0; 



in welchen 9), p, q die bekannte Bedeutung haben, so zu 
transformiren, dass die erste durch a?, die zweite durch 1 — x 
theilbar werde. — Indem wir wieder die linearen Substi- 
tutionen 



(9) 



v^ = mgj/i + ^2^2 



•) Vgl. dessen „Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen" 
S. 479. 
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benutzen, gelangen wir zu dem System (10), und fordert man 
jetzt, dass 

(«gp, — Mj)^) =0, (njäi — ni2g) =0, 



(19) 



x=0 



x=0 



{^2Pi — ^iP2) =0, {m^qi — m,q^) 

x=i x = l 



0, 



dann ergiebt sich 

Selbstverständlich müssen; wie früher auch verabredet worden 
ist; die Gleichungen (3) mittelst der Substitution 

» / — dx 

(5) Vi^'Wte'^'^ , (A; = l,2) 

vorher so eingerichtet sein, dass 



(8) 



Pi 2i 


— 0, d. h. 


a^ Ci 


P2 «2 


«=0 
x=l 


(I2 ^2 



0, 



^2 + ^2 ^2 + ^2 



= 0. 



Sind diese Bedingungen erfüllt, so kann man an Stelle von 
(3) das einfachere System . 



(20) 



1(1 - o;) ^ + b,v, + d,v, = 0, 



X 



dx 
dx 



— b^Vi — d^v^ = 



in Betracht ziehen. Nach Elimination von V2, resp. v^ entsteht: 
x(l-a;)g + [-a,-(l-^- 



(21) 



^^)-l fe 



a;(i - a;) ^ + [1 - a, - (1 - 6i - a,)^]*"' 



da;« I L' vs, V- "1 "ä^-Jda; 
- (SiSj — hidi)Vi = 0, 

und soll die erste dieser Differentialgleichungen mit der 
hypergeometrischen zusammenfallen, so muss: 

<22) a, : y, 61 + a, (« + ß), b,8, - h,d, = aß. 

Hiernach ist 



(23) 






(2 a; 
während aus (22) 

Hbyuakn, Stadien. 
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folgt. Die Unbestimmtheit bei der Wahl von Jg und f^g erklärt 
sich wieder dadurch, dass wir die Substitution scoefficienten 
mj, mg; Wj, Wg nur ihrem Verhältnisse nach bestimmt haben. 
Wir können es immer so einrichten, dass etwa 

und das zieht für (20) die Bedingung 

(24) b, + d, = b, + d, 

nach sich. Dieselbe kann, wenn man auf die früheren Sub- 
stitutionen keine Rücksicht nehmen will, auch direct erfüllt 
werden; man braucht nur in (20) die Veränderliche v^ durch 
QV^ zu ersetzen und q so zu bestimmen, dass die jener Be- 
dingung entsprechende Gleichung 

(25) 6^p2_(j^_^^)^_^^_0 

befriedigt wird. 

Nach diesen Bestimmungen haben wir als zweite Nor- 
malform des hypergeometrischen Differentialglei- 
chungssystems zweiter Classe 

((1 - ^) g + (y - « - ß)v, + (/J - y)v, = 0, 

l ^ di + (" "" ^)^i + ^^2 = 0- 

Die zugehörigen Integralsysteme lassen sich mit Rück- 
sicht , auf (23) unmittelbar anschreiben. In der Umgebung 
des Punktes x = findet man, so lange y von einer ganzen 
Zahl verschieden ist, 

.v,=Jc,F{a,ß,y + l,x) + k,x^yF{a^y,ß—y,l—y,x), 

unter F(aj ß, y, x) die gewöhnliche hypergeometrische Reihe 
verstanden. Zwischen den willkürlichen Constanten bestehen, 
wie aus (26) hervorgeht, folgende Beziehungen 

Vertäuscht man 

v^ X y 

mit 

v^ l — X a + ß — y, 



(27) 



St. VIII. Determinante der Integrale linearer simult. Differentialgl. 83 

SO bleibt das Normalsystem (26) ungeändert. Das Integral- 
system (27) verwandelt sich in 

« 

V3=CiF(a,ß,a-\-ß—y,l—x) 

-\-c^{l-x)y-<'-i>+^F(y-ß+l,y-a+l,y~a-ß+2,l-x), 
v,^\F(a,ß,a+ß—y+l,l-x) 
l ^h,{l-x)y—?F(y-ß,y-a,y-a-ß-\-l,l-x), 



(28) 



k, 



p — y 



cc + ß — y 



Ciy *2 = 



_ y-g-p+l 



a — y 



'2> 



und dieses hat Giltigkeit in der Umgebung des Punktes x = 1, 
so lange a + /3 — y nicht eine ganze Zahl bedeutet. 



Studie VIII. 

Zwei Sätze über die Determinante der Integrale linearer 
simultaner Differentialgleichungen. 

Sind 
Vk = Cj^yn + c^yk2 H Cnifkrij 1=1,2,. , .^n 

die Integrale des Systems linearer Differentialgleichungen 



(a) 



p j^ +i'a«/i +^1^2 H hi'i-y» = 



^Vn 



p-^ +p«iyi +Pniy2 + -- 

und man setzt 

y'n-- y'in 

• • • . 

2/nl • • • ynn 



+ Pnnyn = 



2/11 •• • ym 




• . « • 


-D, 


J/nl • • • ynn 








so lässt sich zeigen, dass diese Integraldeterminanten in ein- 
facher Weise durch die Coefficienten des Gleichungssystems (a) 
ausgedrückt werden können, und zwar ergiebt sich*) 



*) Vgl. Darboux, Comptes Rendus XC, p. 526. Es findet sich 
daselbst, wie ich nachträglich gesehen habe, die Formel (1) — ohne Be- 
weis — angegeben. 

6* 
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D 



-fvi 

= ce •^ 1 



Pkk 



D.^tiir.p.D, p= 



, c = const.; 



• a • • 



(1) 

JPnl • • • JP«n 

wobei die Constante c durch Annahme eines speciellen Werthes 
von X noch genauer zu bestimmen bleibt. 

Die Richtigkeit des ersten Satzes wird folgendermassen 
erkannt: 

Man setzt die entsprechenden particulären Lösungen in 
die Ic^ Differentialgleichung des Systems (a) ein und gelangt 
dadurch zu n identischen Gleichungen der Form 

(t) Py'ki + PkiVu H h Pknym = 0, i = 1, 2, . . ., w. 

Eliminirt man aus diesen die Goefficienten pki niit Ausnahme 
von pkkj so erscheint eine verschwindende Determinante 

Pyki+PkkVki, Vn •• -ym 



^nn 



= 0, 



PVkn + PkkVkn, yin- " Vr 

in welcher die Colonne j/a . • • J/*» fehlt. 

Die letzte Gleichung gestattet auch folgende Schreibweise: 

J/ii . . • 2/*i • • • y«i 



P 



+ p,kl) = 0, 



yin • • • ykn • • • ynn 

und solcher Gleichungen giebt es n; dieselben unterscheiden 
sich — abgesehen von pkk — insbesondere dadurch, dass der 
Reihe nach die Elemente der verschiedenen Colonnen differen- 
zirt sind. Addirt man alle diese Gleichungen, so hat man 
ohne Weiteres 



1 



r* n 

= 0, d. h. D = ce «/ ^ 1 . 



Der durch die letzte Formel ausgedrückte Satz kann als eine 
Verallgemeinerung des bekannten Abel-Liouville'schen Satzes 
gelten. 

Sehr leicht lässt sich nun auch der zweite Satz verifi- 
ciren. — Substituirt man nämlich in 
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A = 



nacheinander die Ausdrücke 



y'ni 



• « 

• ynn 



(b) y« = - - [2>*it/ii H [-PkuVm], i=l,2, ...,w, 

so zerfällt die Determinante Dj in das Product zweier Deter- 
minanten, so dass man unmittelbar zu der Formel 



A = 



(-1)- 



p 



n 



(]. h. 



JPll • • • Pin 
• • • • 

Pnl • • • Pnn 




yil • • • Vin 

• • • • 

y«i • • • ynn 



A = 



(-1)" 



n 



FD 



gelangt. 

Es verdient noch Folgendes bemerkt zu werden. 

Ist ein System linearer simultaner Differentialgleichungen 
höherer Ordnung gegeben, so kann man dasselbe immer durch 
ein System von entsprechend mehr Gleichungen der ersten 
Ordnung ersetzen und hierauf die erwähnten Sätze anwenden. 
In die Determinanten treten alsdann auch die höheren Ab- 
leitungen der particulären Integrale. 

So findet man beispielsweise für die Gleichungen 
d^y . dy . .dz . . ^ 



p 



dx^ 

d'z 



dx 



dx 



dx 



«leren particuläre Integrale y,, z^. . . ., y^, z^ sein mögen, 



Folgendes: 



D = 



A = 



yi 


yt y^ Vi 






y: 


y^ yi yi 


-ce-' " 


«1 


h h ^i 




«/ 


Z^ «s' ^i 




yi 


yi yi yi 




yi" 


rr ff ff 

2/2 ys y* 


1 


^3 ^4 




^2 h ^4 


P' 


^3 ^4 


< 


m" »" »*' 

^2 h h 


\ 


t in 
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Studie IX. 
Verallgemeinerung einer Jacobi'schen Differentialgleichung. 

Jacobi hat gezeigt, dass die Integration der Gleichung 

(1) Mdx + Ndy + P(xdy — ydx) = 

auf die Bernoulli^sche Gleichung führt, wenn Jf, JV und P 
homogene Functionen von x und y sind und M und N im 
Grade übereinstimmen. 

Es soll hier diejenige Gleichung obiger Form aufgestellt 
werden, dei:en Integration von der allgemeinen ßiccati'scheu 
Gleichung abhängt. Man findet, dass M und N homogene 
Functionen desselben Grades sein 'müssen, also 

während P additiv aus drei homogenen Functionen von ver- 
schiedenem Grade zusammengesetzt sein darf, und zwar in 
folgender Weise: 

Man überzeugt sich durch folgende einfache Rechnung von 
der Richtigkeit der Behauptung. 

Für y = xt geht Gleichung (1) über in 

x" {»it)+Mt) } g+a^"+^ { 9it)-\-x(t) } +x'^^t{t)+^+Hi)=0, 
und für x = z^ erhält man 

Weil p -\' q = 2n sein soll, so lauten die letzten beiden Ex- 
ponenten von IS 

l + —^r resp. l—^-^^r, 

und wird r so bestimmt, dass einer derselben verschwindet, 
so nimmt der andere den Werth 2 an. 

Daher wird die letzte DiiOferentialgleichung zu einer 
Riccati' sehen, nämlich 

(2) foft+fx^'-\-f2^ + fs = 0, 

unter f Functionen nur von t verstanden. In allen Fällen, in 



X 
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denen Gleichung (2) integrirt werden kann, lässt sich auch 
das Integral von (1) angeben; beispielsweise also dann, wenn 
von Gleichung (1) eine particuläre Lösung bekannt ist, welche 

nicht etwa die Form -^ = a hat, wo a eine bestimmte Con- 

staute bedeutet. 

Specialisirt man Gleichung (1) insofern, als man nur 
rationale Coefficienten zulässt und ausserdem p = w + 1, mit- 
hin q = n — 1 setzt, so liegt vor: 

(3) {a^x + anvYdx + (b^,x -f KyYdy J ^ ^ 

wobei symbolisch 

(aoX-Jranyy=aQX''+a^x''-^y+a2X''-^y^-] h««-i^J/'*""^+«n2/'*- 

Für y = xt folgt nun hieraus 

+(a„+a,0"a^+(yo+J'n-i!0"-'= 0. 

Die Gleichung (3) ist geometrisch dadurch ausgezeichnet, 

dass ihr n + 1 durch den Coordinatenanfang gehende Gerade 

particulär genügen, deren Gleichungen in der Form x = Xy 

enthalten sind, wobei für A jede der Wurzeln der Gleichung 

(5) (aoA + anY . k + {b,k + 6«)» = 

zu setzen ist. Die Gleichung (4) dagegen besitzt w + 1 Par- 
ticuläre Gerade, welche parallel der x-Axe verlaufen und durch 
die Gleichung Xt — 1 = gegeben sind, wo X die vorige Be- 
deutung hat. 

Dreht man das Coordinatensystem, auf welches die Glei- 
chung (3) bezogen ist, so dass eine der particulären Geraden 
mit der y-Axe zusammenfällt, so muss eine der Parallelen, 
welche der Gleichung (4) genügen, in die Unendlichkeit rücken, 
das heisst aber, es muss in den transforrairten Gleichungen 
der dem &„ analoge Coefficient verschwinden. Mithin wird 

durch diese Transformation der Grad der Factoren von -tt 

dt 

und x in Gleichung (4) um eine Einheit herabgedrückt, was 
für die Integration vortheilhaft sein kann. 

Um die Coordinatendrehung vorzunehmen, substituire man 
in (3) X = Xj^ -^ Xy^ wähle für X eine der Wurzeln der Glei- 
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chung (5) und setze schliesslich — = ^. Die neue Gleichung 
hat die Form 

+ (Do + Dj)-x,* = 0. 

Für a;. = i tritt an die zweite Klammer der Factor s\ 

während die letzte (nach Multiplication der Gleichung mit «*) 
von e frei wird; die Gleichung lautet also jetzt 

in welcher sich der Grad in Bezug auf beide Varia- 
bein t und 2 an keiner Stelle über den n^^^ erhebt. 
Wir geben zwei Beispiele. 

a) Es sei zu integriren 

+ iax^ + ßxy+yy^-i'dx+6y + ^){xdy — ydx) 
Man setze x = x^ -}- ky und erhält 

Nun wählt man A so, dass 

V = K^' + «1^ + «2)^ + (Po^' + \^ + h) = 0; 

dann folgt für y = x^t und x^ = — eine Gleichung von nach- 
stehender Gestalt: 

und diese kann mittels hypergeometrischer Functionen integrirt 
werden*). 

b) Um auch ein Beispiel zu haben, bei welchem mit 
Hilfe einer particulären Lösung das vollständige Integral ge- 
wonnen wird; sei vorgelegt 

{%x^+a^x^y+a2xy^+a^y^)dx+{bQX^+hj^x^y+b^xy^+h^y^)dy 
^ ^ -{'{ccx^'\'ßx^y-}-yxy^-^dy^'}'SX^+ixy-{-rjy^'{-d'X+ iy)(xdy—ydx) 

Dieser Gleichung genügen zunächst vier Gerade x = Ay, wo- 
bei X aus der biquadratischen Gleichung 

••=) Vergl. Studie IV. 



= 0. 
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zu berechnen ist. Genügt ihr noch ein durch den Coordinaten- 
anfang gehender Kegelschnitt 

(y) ^0^^ + ^1^2/ + ^2^^ + n^ + ^iV = 0, 

so lässt sie sich durch gewöhnliche Quadraturen integriren. 
— Um dies einzusehen, transformire man die Gleichung (ä) 
mittels der früher aufgestellten Substitutionen x = Xy -{- x^, 

y = x^t, iCi = — , d. h. mittels 

Xt + 1 t 

unter X eine der Wurzeln von Gleichung (ß) gedacht. 
Die veränderte Gleichung steht unter der Form 

(A,+A, t+Ä, t'+A, n l\ + (Bo+J?i ty +{0,-^0, t+C, f) z 

während der Kegelschnitt {y) in einen andern übergeht, nämlich 

(«) ^o' + ^i'^ + ^2'^^ + « + ^i'O^ = 0, 

welcher nun der Gleichung (d) zu genügen hat. 

Führt man den Werth von z aus der letzten Gleichung 
in die vorhergehende Differentialgleichung ein, so entsteht eine 
Gleichung fünften Grades bezüglich t^ welche identisch ver- 
schwinden soll. Indem man daher die Coefficienten dieser 
Gleichung gleich Null setzt, gewinnt man vier Gleichungen 
zur Bestimmung der Verhältnisse der Kegelschnittscoefficien- 
ten; die anderen zwei Gleichungen drücken Bedingungen aus, 
welchen die Coefficienten der vorgelegten Differentialgleichung 
infolge Voraussetzung der particulären Lösung {i) unterliegen. 

Schliesslich sei bemerkt, dass das particuläre Integral der 
Differentialgleichung (a) eine Curve m*®' Ordnung sein darf, 
deren Gleichung symbolisch folgen dermassen zu lauten hat: 

(^0^ + y^myY + {y^x + Vm-^yY-^ = 0. 

Denn durch Einführung der früheren Substitutionen leitet man 
hieraus eine Curve ab, deren Gleichung 

{n + <tY + «+ v;,-itY-^ .2 = 

ist, und welche, wie eine ähnliche Abzahlung ergiebt, ebenfalls 
unter zwei Bedingungen der Differentialgleichung {8) parti- 
culär genügt. 
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Studie X. 

Verwerthung von integrirenden Factoren bei Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. 

Euler hat im V. und VI. Capitel des II. Abschnittes im 
IL Bande seiner Integralrechnung auf den Vortheil hingewiesen, 
welchen integrirende Factoren bei der Integration von Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung — besonders auch bei 
nicht linearen — gewähren können, und an dieser Stelle 
mehrere charakteristische Beispiele gegeben. Es soll in Folgen- 
dem auf einige neue Beispiele aufmerksam gemacht werden. 

Sei vorgelegt 

Für --= z eutsteht hieraus 

(2) ^^ £ + ^ £ = ^\^)' 

wobei 

F{z) = f{g)-\-\s. 

dz 
Der integrirende Factor der letzten Gleichung ist -r-, und 

selbige lässt sich unter Verwendung dieses Factors folgender- 
massen schreiben: 



d_ 
dx 



oder integrirt 



Eine nochmalige Integration liefert 

dz 



ß 



yc,+2fF{z)dz 



— Ix -f- C2f 



und dieser Ausdruck genügt der Gleichung (2) ; für Gleichung (1) 
hingegen hat man das Integral 

/ . — ^ - — : = üa; + ^2? = -—^' 

Vc,+iz' + 2ff{z)dz V^ 

Auf Gleichung (1) kommt die allgemeine Eu 1er* sehe Gleichung 



M^j 
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/ 

(3) ^'Ö = /'(-|), ü = V^T"27:^+7^'' 

zurück, denn substituirt man in letztere 

X = — ' , V = ~ , luitnm y = ti^v , 

so entsteht 

^'^^=f{lt)' -R. = >/{?'+ 2 (^+yA)M+(«+2/JA+yA^) 

Nimmt man für X eine der beiden Wurzeln der Gleichung 

a + 2^A + yX^ = 

und setzt an Stelle von 

y + 2(^ + yX)u 

eine neue Variabele s, so erhält man 

also eine Gleichung, welche mit Gleichuug (1) bis auf einen 
coustanten Factor 7i übereinstimmt, welcher bei der Integration 
nicht weiter stört. Der integrirende Factor von Gleichung (3) 
lautet 



d 
^=- ds 



ivi) 



oder in den ursprünglichen Variabelen mit Benutzung der 
Substitutionen 

Die Gleichung (3) bietet einige interessante Specialfälle 
dar, so z. B. die von Euler behandelte Gleichung 

^ i 4y 

dx^ "T" {By^ + C+ 2Dx + Ex^y ~ ^' 
Ein Fall, welcher neu sein dürfte, ist folgender: 

(4) ^2/ ^ 1 

^ ^ cZa;2 [Ax" + By^ + 2Cxy + 2Da; + "^Ey + F]l 

Substituirt man hier 
so entsteht 
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und nun kann man über fi und v so verfügen, dass die Coef- 
ficienten 

verschwinden. Die vereinfachte Gleichung lässt sich offenbar 
in der Forin 



dx^ 



L^^ A,x^ + 2'd,x + Fi'^^J 



geben und ist sonach ein specieller Fall von Gleichung (3); 
man hat nämlich 

Sollte B = sein, so lassen sich die Substitutionscoefficienten 
ft und V nicht bestimmen. In diesem Falle benutze man die 
schon bei der allgemeineren Gleichung (3) verwendeten Sub- 
stitutionen 

Vermöge dieser Ausdrücke geht die Differentialgleichung (4) 
über in eine derselben Form, nämlich 

(5) ^- = — — i ^ 

und nun kann man über A so verfügen, dass 

Cg = CA + £ = 0. 

Ist etwa auch (7 = 0, so wird diese Bestimmung unmöglich 
und überflüssig. Die vereinfachte Gleichung kann integrirt 
werden, denn sie ist ein Specialfall von 

welcher Gleichung, wie leicht zu finden, das Integral 

dw . ^ \ 



/' 



zukommt. 



10 z= V -^^ au^ + 6«* + c 



x^ 
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In einfacher Weise läset auch die DifiFerentialgleichung 

W yy = 2^* + a + 2pa; + ya;* 

die Integration zu, weil sie auf die Form 

gebracht werden kann. 

Wir bemerken weiter, dass auch die Gleichung 

(7) ^f-fiS) 

als Specialfall von (3) integrirt werden kann. Ihr integriren- 
der Factor ist 



und ihr Integral 



/^ 



dz y 

Q = T-i ^ = — 



dz 1 , 

= -Z + (^2' 



Vc, + 2ff{z)dz ^ 

Dieses Resultat ist insofern bemerkenswerth, als die Integra- 
tion der Gleichung 

in allen anderen Fällen als w = 3 zur Zeit nicht geleistet 
werden kann. 

Von Gleichung (7) ausgehend, findet man ohne Mühe 
einige andere Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche 
einfache integrirende Factoren besitzen. Wir geben sogleich 
die Resultate. 

Der Gleichung 

(8) a?f-\- 9 (I-) • (xy- yf + V (f) = 

kommt der integrirende Factor 

^ dx^ X 

zu, und daher lautet das Integral 

/""'"'dt 1 , 

= V + Cä- 



f/c, -a/^C^e^/vW"'«!« 



X 
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Für die Gleichung 
(9) ^y" + «p (f ) • ixy' - yY .+ ^ ( j) .(xy'-y) = 



fiudet man 



= ar-2 /,/«><"•«. < = 1 



9 = ar-2e-^'^^""', t 



a; ' 



= ^ + '"2- 



Für 
( 10) a;''y" + 9 (f) • (a;y' - y)^ + V (a;) • (a; y - j/) = 



ist 






Studie XL 

Auflösung gewisser algebraischer Gleichungen mittelst 
Integration von Differentialgleichungen. 

Der Gedanke, algebraische Gleichungen auf dem Wege 
der Integration von DifiFerentialgleichungen zu lösen, findet 
sich wohl zuerst bei Joh. Landen, welcher im Jahre 1755 
in The mathematical lucubrations die cubische Gleichung in 
gedachter Weise behandelte. 

Landen geht von der Gleichung*) 

g = — (a? — px) 

aus, sieht x als unabhängige, q als abhängige Variabele an; 
er differenzirt die Gleichung successive dreimal und erhält 

Durch einen zweifachen Integrationsprocess gelangt er rück- 
wärts zu einer Differentialgleichung erster Ordnung 



*) Vgl. Matthiessen, Grundzüge der antiken und modernen Al- 
gebra der litteralen Gleichungen § 133. 
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dx dq 

y^i— Yp ~ ~ 3 Vq^ - ^p' ' 

und durch eine nochmalige Integration gelingt es, x durch p 
und q explicite darzustellen; es erscheint die Cardani'sche 
Formel. 

Bei genauerer Betrachtung der Landen'schen Methode 
bemerkt man, dass eine dreimalige DifiFerentiation und rück- 
wärts geleitete Integration nicht nöthig ist; es genügt ein 
einmaliger Process. — Wir wollen dies an der Gleichung 

(1) y = x^ — 3a''x 

zeigen. Differenzirt man selbige nach x, so folgt 

und quadrirt man beide Gleichungen, so entsteht 
y^ = a;6_ 6a2a;4+ Qa*x^ = (a;*— 4a«)(a;*— 2a^x^-\-a*) + 4«", 

Durch eine einfache Combination dieser Gleichungen erhält man 

und hier lassen sich die Variabelen trennen, nämlich 

(2) ^4=^ == — J^2/.^^. 

Nun ergiebt die Integration 

und da für x = auch i/ = 0, so ist c = ^14. 
Nach Beseitigung der Logarithmen findet sich 

x+yx^^^4a^==Vy+yf^^Iä^}/4:.€, 
oder £^ = 1 , 

X - Yx'^ — ^a' = Vy^yf~—I^^}/4: . e% 
und durch Addition gelangt man zu der Cardani'schen Formel 

Bei dieser Behandlung der Gleichung erledigt sich der casus 
irreducibilis, wie schon Landen bemerkte, in der natürlichsten 
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Weise. Die Differentialgleichung (3) gestattet nämlich auch 
folgende Schreibweise: 

dx dy 







y4a* — X* 


3l/4aö — 


y^' 


und dies 


giebt 


integrirt 






Setzt man 


X 

arcsin ^ — 
2a 


A • y 
i arcsin ^^3 


+ c. 






arcsin 


2a» ^^ 





so ist 



arcsin ^ = ^o + c. 



2a 

oder, wenn man zu den ümkehrungsfunctionen übergeht, 

sin (D = ^3, X = 2a sin (^0 + c). 

Durch die letzten beiden Ausdrücke sind die drei Lösungen 
der Gleichung (1) gegeben, wenn festgesetzt wird, dass 

2W7r n 1 o 

c = 7-r— ; m = 0, 1, 2. 
Moivre hat bekanntlich die Gleichung*) 

(3) y = a?« — Y a^'rc'-^ + *^-=i> o*x«-* 

1 • A . O 

aufgestellt und gelöst. Dieselbe kann mittels einer Parameter- 
darstellung folgendermassen geschrieben werden: 

(4) x = a{t + tr^), y = a-(t-+ir-), 

und hierdurch ist man von ihrer algebraischen Auflösung nicht 
mehr weit entfernt. 

Will man jedoch die Auflösung durch Integration bewerk- 
stelligen, so bilde man 

Qaadrirt man diese Ausdrücke und beachtet die Gleichungen (4), 
so ergiebt sich 

♦) Euler, Analysis des Unendlichen, Bd. 3 S. 16. 
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oder nacli Division 

Hier lassen sich wieder die Variabelen trennen; man erhält*) 

(5) ^^ ,^ ^y 

und hieraus folgt analog wie früher 






*) Dieses Resultat lässt sich auch folgendermassen aussprechen. 
Das Integral 

wird durch die Substitution 

^ w '1,2 

übergeführt in 

/ ' dx 

Solche Transformationen sind in der Theorie der hyperelliptischen In- 
tegrale von Wichtigkeit. Würde man etwa in das elliptische Integral 

dy 



Vi 



für y das Moi vre 'sehe Polynom einsetzen, so würde das complicirte 

Integral 

dx 



ff 



(aj*- 4a«) {x"" - y a^x""-^ H h) 



entstehen und also letzteres auf das vorhergehende reducirbar sein. Es 
wurde sonach beispielsweise das hyperelliptische Integral 

J' dx 
Yix^ — 4 a«) {x^ — 3a*x — h) 

vermöge der Substitution 

2/ =* a;8 — Sa^x 

zuruckführbar sein auf das elliptische 



1 r dy 



3 

Vergl. Eönigsberger, Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der 
Differentialgleichungen (1882) S. 156. 

Hbymann, Stadien. 7 
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oder auch 

/n\ ck •09-4- 2inn . y r\ -i ck t 

(7) a; = 2asm — , smo=-^, m = 0, 1,2, ... n— 1. 

Es ist leicht zu sehen, dass die allgemeine Gleichung, welche 
gegeben ist durch 

(8) X = a{Jct + [Jct]-^), y = a'' (^« + 1r^) 

und welche in rationaler Form vom 2n*®° Grade in x ist, der- 
selben Differentialgleichung (5) genügt, und dass das Integral 
explicite in y ausgedrückt folgendermassen lautet: 



£«-1, £«=1. 



(9) ^^i]/y±ly^--^ . s + j^y^^yy^ 

Da die Grösse Je in der Differentialgleichung (5) nicht vor- 
kommt, so stellen die Ausdrücke (8) oder (9) das allgemeine 
Integral der Gleichung (5) dar. 

Ist beispielsweise m==3, so liegt folgende Gleichung 
sechsten Grades vor: 

(a^ - 3a^x — ayf + ß\4a^ — y^) = 0, 
worin 

Es liegt nahe, diejenige Differentialgleichung zweiter 
Ordnung aufzustellen, für welche 

(10) , = — , ^ , h = const, 

yx'-^a^ hyy'-4.a^^ 

ein erstes Integral ist*). Man findet 



*) Fragt man allgemeiner , von welcher Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung das exacte Differential 

(p(x)dx -f- iitp(y)dy = 0, x = const. 

ein erstes Integral ist, so findet man 

d^y __ 5P[W äy , tj/iy) fdyV^ ^ 
dx* (p (x) dx 'tp (y) \dx) 

Vergleicht man die letzte Gleichung mit 

so hat man augenblicklich 

q/ =2 — Xqp, t/>' == Yiff, mithin (p =s ae *^ , i^ = ße*^ , 
und dies giebt, in 
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dx' 



"*" rc^ — 4a* da? yi _ 4^2»! Xdxl ' 



und für diese Differentialgleichung lautet daher das allgemeine 
Integral 

(12) x = a(Jct+[lct]-'^), y = a^QI^ + ir^) 

oder 

(13) x^a\h]/y^yy^=^.s+lr-i/t=V^'t.,>.-\ ,/-=!, 

wo Ä und Tc die willkürlichen Constanten sind. 

Von besonderem Interesse sind gewisse lineare Differential- 
gleichungen, deren Integrale zugleich algebraischen Gleichungen 
genügen*). 

Wir wenden uns an eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, um mittelst Integration derselben die Auflösung 
der cubischen Gleichung zu bewerkstelligen. Es ist dies die 
Gleichung 

(14) (4a« - x')y"- xy + \y = 0, 

welcher particulär 

(15) y^—^a^y-x = 

genügt. Um zunächst darzuthun, dass der Ausdruck (15) der 
Gleichung (14) Genüge leistet, bilde man 

y a/'«.2 /.SN? y — 



und führe dies in (14) ein; es entsteht 

y'— 3aY— 3a;j/* + 3a^^3+6a2a;/+2ic2«/ — 9a«y— 3a*a;. 

Dieses ist zwar nicht identisch Null; da man aber hierfür auch 

(2^3 _ 3^2y _ ^)(y4 _ 2xy + 3a0 



/ (pdx + H / ipdy = const. 



eingesetzt, das Integral der von Liouville auf anderem Wege integrir- 
ten Differentialgleichung (a), nämlich 

fe-f^^^dx + Afef^'^ydy = B. 

*) Vergl. Spitzer, Untersuchungen im Gebiete linearer Differential- 
gleichungen, erstes und zweites Heft. 
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schreiben kann, so verschwindet es infolge Auftretens des 

Factors 

y^ — 3a*j/ — X = 0. 

Um nun direct ein Integral der Gleichung (14) herzuleiten, 
substituire man in jene 

wodurch diese Differentialgleichung übergeht in 

|^ + iy = o. 

Der letzten Gleichung genügt 

y = GiCos~ + 6*2 sin -|-, 

wofür auch bei veränderten Constanten 

y = Gl (cos 9 + i sin q))^ -|" G^ (cos 9 — i sin 9)^ 

gesetzt werden darf. Beachtet man, dass cos 9 = ^-8, so 
erhält man schliesslich 

(16) y=Äy^+^^^'+By^^^^, 

und das ist das allgemeine Integral der Gleichung (14). Soll 
dasselbe coincidiren mit 

y^ — 3a^y — a; = 0, 
so muss 

A = s, B = e^ 

sein, wo s der Reihe nach die Wurzeln der Gleichung 

«« = 1 
bedeutet. 

Der casus irreducibilis erledigt sich auf diesem Wege 
gleich anfanglich, bevor man noch zu Wurzelgrossen über- 
geht. Es bestimmen sich die Gonstanten in 

y = Ci cos |- + G2 sin ^- 
zu 

C\ = 2a cos — r— 

o 
^ ex . Vt7nn 

69 = — 2a sm —r— 
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mitbiu ist die Lösung y'} 

(17) y = 2aco8?^i?, cos9= ^^5 m = 0, 1,2. ^/^ 

In gleicher Weise kann man zeigen, dass der allgemeinere 
Ausdruck 

y = Ci cos — + Co sin — 

cos 9,= — 
oder auch 



(19) y^A]/'-±y^;^^^ + B]/'^=S^l 

der Differentialgleichung 

(20) (4a«- - x')y" -xy+^,y = 
genügt. Ist speciell 

(7i==2acos , Cjj = — 2a sin ; m == 0, 1, 2, ...n — 1, 

resp. 

A = 6, B = £»-^; £»» = 1, 

so stellen die Ausdrücke für y, wie schon früher bemerkt, die 
Lösung der Moivre'schen Gleichung 

^ = 2/" — Y «2/"""^ + "i^-ä"^ ^y 

oder in Parameterdarstellung 

X = a'»(^« + ^»), y = a(t + ir^) 
vor. 

Specialisirt man die Constanten nicht, so lautet das In- 
tegral in Parameterdarstellung 

(21) X = a»(^'» + ^»), y = a(-4^ + Bir^), 

und das ist nach Elimination von t m rationaler Gestalt ein 
Ausdruck, der bezüglich y bis zuni 2n*®^ Grade aufsteigt. Im 
Falle w='3 hat man beispielsweise 

(22) (y» - SABa^y - axf + /32(4a« ^ x^) = 
und hierin bedeuten 



• * 
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- *. 

der vGrleichung (22) genügt sonach 
.•./'•• ■ 

•.Da die Gleichung (22) ungeändert bleibt, wenn A und B 
•untereinander vertauscht werden, so hat man als weitere drei 
Losungen 

Ist x^ — 4a^ > 0, so sind zwei der Wurzelformen (nämlich 
die, welche zu « = 1 gehören) reell, die anderen vier complex. 

Ist x^ — 4a^ < 0, so muss, falls die vorgelegte alge- 
braische Gleichung (22) reelle Coefficienten haben soll, /S^<0 
sein; dann besitzt die Gleichung sechs reelle Wurzeln, welche 
aber in der imaginären Gestalt 

y = |/a + yiV^ + vi • f + Ycc + yi )/w — vi • a^, /3'^ = — y^ 

erscheinen. Um diesen casus irreducibilis zu lösen, führe 
man in Gleichung (22) die Substitutionen 

X = 2a^ cos q>, y = 2aQ cos r; a = q^ cos ^, y = q^ sin ^ 

ein, wodurch selbige übergeht in 

(4 cos T^ — 3 cos t — cos fp cos ij^y — sin^9 sin^^ = 

oder 

4 cos t^ — cos t = cos (f cos ^ + s^^ 9 ^^^ ^ 

oder 

cos 3r = cos(2m;i; + 9 + ?^). 

Mithin genügen der Gleichung (22) im vorliegenden Falle 
folgende sechs reelle Grössen: 

y = 2aQ cos ' , m = 0, 1, 2, 

wobei 

Ganz analoge Formeln gelten, wenn man es mit der er- 
' wähnten Gleichung 2n*®" Grades zu thun hat. 

Obwohl alle die hier behandelten Gleichungen eine rein 
algebraische Auflösung zulassen und der DifferentialbegriflF 
nur künstlich in die Rechnung gezogen wird, so darf man 
das angegebene Verfahren doch nicht als eine überflüssige 
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Complication einfacher Beziehungen ansehen. Denn einmal 
wird durch Untersuchungen gedachter Art ein Streiflicht auf 
die Integrale gewisser Differentialgleichungen geworfen, und 
das andere Mal sind die Mittel und Wege für die Auflösung 
höherer algebraischer Gleichungen vorwiegend in der Theorie 
der Differentialgleichungen zu suchen. Wir kommen auf 
diesen Punkt in den Studien XVIII und XIX zurück; dort 
gedenken wir die Wurzeln von algebraisch nicht auflösbaren, 
insbesondere von trinomischen Gleichungen in Gestalt von 
Integralen zu geben. 

Die letztefi drei Studien erschienen unter dem gemeineamen Titel ,,Zur 
Integration der Differentialgleichungen** Zeitschr. f. Math. Jahrg. XXIX. 



(1) 



Studie XIL 
Ueber die Differentialgleichung 

dx ndy 



x^— 1 r — 1 
Um die Integration der letzten Gleichung ohne Herbei- 
ziehung von Transcendenten zu vollziehen, substituire man 

/* cf + 1 t+i , 

(z) X = — - — , y = T— ~r , c = consi: 

^ ^ er — 1 * — I ' 

alsdann geht sowohl das Differential in x^ als auch das in y 

über in ein und dasselbe Differential, nämlich 

n dt 
Y T' 

Die Gleichungen (2) liefern mithin das vollständige In- 
tegral der Gleichung (1) in Parameterdarstellung; sie ergeben 
nach Elimination von t 

(3) {x + l)(y - ly - c{x - l)(y + 1)« = 0. 

Wählt man c= 1, wodurch übrigens die folgenden Betrach- 
tungen nicht specieller werden, so erhält man 

(4) y» — fij^xy^^ -f Wgy^-^ — n^xy""-^ H = 0, w* = ( ^) , 

und diese Gleichung ist dadurch ausgezeichnet, dass sie in der 
einfachsten Weise algebraisch aufgelöst werden kann. Es 
folgt nämlich aus (2) 
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mithin 



n n 



(5) 2/ = :.__;_ = 

j/x + l — Yx—l 
Sind o; und j/ rein imaginär^ 



so behält die Gleichung (4), auch wenn sie in x^ und y^ ge- 
schrieben wird, durchweg reelle Coefficienten; ihre Lösung (5) 
aber führt auf einen casus irreducibilis. 

Letzterer erledigt sich, wenn man auf die Differential- 
gleichung (1) zurückgeht, welche jetzt lautet: 
aN dx^ ^^2/i 

Sie giebt integrirt 

CjL + arctg x^ = n arctg y^, c^= consi, 

und setzt man 

arctg x^ = g), 
so ist 

(5a) ^i = tg9; 2/i = tg^^^ 

die gewünschte Lösung. 

Die Constante c^ hat, falls n ungerade ist, die Werthe 

Cj = mTt^ m = 0, 1, . . ., n — 1. 

Ist n eine gerade Zahl, so tritt von Anfang an eine wesent- 
liche Vereinfachung insofern ein, als dann die in Rede stehende 
Gleichung eine reciproke ist, 

Anwendungen. 

L Auflösung der cubischen Gleichung 
(6) ^s__j^^2_^jß^_ C=0. 

Die allgemeine cubische Gleichung (6) lässt sich durch 

eine lineare Substitution 

z = ay + ß 
auf die Form 

y'^ — 3xy^ + Sy — x =*=0 

bringen und zwar ist 
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A-3ß=3ax, 3ß^-'2Aß+B=3a\ ß^-Aß^-{-Bß-C a^x. 

Hieraus findet man leicht 

welche Werthe nun nur in 

3/ ; , 3 . 

/ON IQ VX+1 + Vx — 1 

(8) = ay + ß, y = ; T. ^ -^— :^ 

y a; + 1 — y a; — 1 
einzusetzen sind. 

Die Grösse a kann rein imaginär ausfallen und mit ihr x. 
Dann liegt eben der casus irreducibilis vor, welcher in der 
schon angedeuteten Weise mittels der Tangentenfunction er- 
ledigt werden kann. 

Nach Matthiessen's Angabe hat zuerst Stoll die Auf- 
lösung der cubischen Gleichung mittels der Formel für tg Sg? 
bewerkstelligt. 

Uns kam es an dieser Stelle darauf an, zu zeigen, wie 
man auf dem Wege der Integration algebraische Gleichungen 
zu lösen vermag. 

II. Auswerthung des Integrales 

(9) j=r_^_, 

•^ (y + 1) yr 

wo 

(10) 1^=^"* — nj^xy''-^-\-n2y'^~^ — n^xy'^-'^'] — , a;=const.Zahl. 

In den einfachen algebraischen Eigenschaften, welche der 
Ausdruck (10) besitzt, liegt es begründet, dass sich gewisse 
Integrale, welche diesen Ausdruck irrational enthalten, sehr 
einfach durch Logarithmen und Kreisbögen auswerthen lassen. 
— Um nur einen Fall zu erwähnen, sei das Integral (9) vor- 
gelegt. 

Beachtet man, dass 

2 r= (oj + l){y - ly -(x- IXy + 1)», 
80 lässt sich das Integral J folgendermassen schreiben: 



J"= 



y^dy 



(y' - 1) ]/(^ + 1) - (^ - 1) {^7~{y 



*) Vgl. dessen „Grundzüge der Algebra** etc., § 348. 
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und setzt man dem Früheren gemäss 

,j — i+-i y±i=^f ^y — 1 ^^ 

y t - V y—l ^' 2/'- 1 ~ ^~t 
so entsteht 

n /^ 

(2e 



J 






e7;S? 



y{x + 1) - (rtj - 1)«» 

Dieses Integral ist aber von sehr einfacher Natur, denn für 

{x+l) — {x— 1)^« = v"" 
geht es in das rationale Integral 

(11) J-^ f ^^"'"^ 

über, und nun hat die weitere Rechnung keine Schwierigkeit 
mehr. 

Nach diesen Angaben kann auch leicht das folgende 
Integral : 

(12) J, = C ^ 

J {z + y) yz^ — Äz* + Bz — C 

in welchem A^ jB, C beliebige vorgeschriebene Constanten 

bedeuten, y aber in bestimmter Weise von jenen abhängt, 

mittels Elementar-Transcendenten gelöst werden. Denn 

substituirt man hier 

= ay + ß, 

so kann man über a und ß so verfügen, dass das Integral 
übergeht in 

^.= f T -^ ' 

«/ («2/ + P +.y) Vy' — 3a;2/* + Sy - x 
Wenn nun 

a = ß + y, also «y + /3 + y = «(y + 1), 

so liegt ein specieller Fall des Integrales Nr. 9 vor, und 
hiermit sind alle weiteren Schritte der Rechnung vorge- 
schrieben. 

Die Bedingung a = j3 + y lautet in den ursprünglichen 
Coefficienten des Integrales (12), unter Benutzung der Aus- 
drücke unter Nr. 7: 

(13) (Ä' - 3B)f + {AB - 9C)y + (B' - 3AC) = 0. 
Zum Schlüss sei noch erwähnt, dass ein merkwürdiges. 
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zuerst von Legendre*) behandeltes Integral, nämlich das 

folgende: 

j /* wdw 

*~J (l --u;8)y4u;8— ^' 

in zwei Integrale der Form (9) zerlegt und so gelöst werden kann. 
Schafft man in J^ die Quadratwurzel durch die Substi- 
tution 

y^w^ — 1 yä" 

fort; so entsteht 



j ^ ^V^ r___ydy____ 



und das ist zerlegbar in 

j^ ^ V^ r r___äy / " dy 

Bezeichnet man das zweite dieser Integrale, welches ein sehr 
einfacher Specialfall von (9) ist, mit q>{y)y so kommt dem 
ersten das Symbol q){ — y) zu; man hat also 

^2 = ^y^ W{— y) — 9(y)]- 

Indem man nun g)(y) nach Vorschrift der Note II ermittelt, 
gelangt man nach einigen kleinen Zwischenrechnungen zu 
folgendem Resultat: Es ist 

(14) f ^ = J- r^^-3 + const, 

^ ^ J (1 - u;8) y4ti;« - 1 3l/¥jl-w' ' ' 

wobei 

_ y?— y4 2(7»— 1 _ /3 + y^w^— i 

2w;/3 2u;y3 

Veröffentlicht in der Zeitschr. f. Math. Jahrg. XXXIII. 



*) Vgl. Legendr e'B Traitä des fonctions eliiptiques, Chap. XXVI, 
No. 140. 
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Studie XUI. 

Beiträge zur Transformation der bypereUiptischen 

Differentiale. 

1. üeber eine Eigenschaft der Discriminante. 

Wir beginnen die Untersuchung damit, dass wir einen 
Discriminantensatz ableiten, welcher in der Transformations- 
theorie sehr gute Dienste leistet. 

Sei ^{x) die Discriminante von folgender ganzer Function: 

(1) v'^ + An-iV""^ H f- A^v -\- Aq — X^=^Oy 

in der die Ai unabhängig von x gedacht werden, dann ist 
bis auf einen constanten Factor 

(2) ^{x) == x""-^ + ün^^x""-^ -| \- a^x + Qq. 

Sehen wir mit Rücksicht auf (1) x als Function von i) an, also 

(3) a; = «;« H h ^o = 9{^)y 

und führen letztere in (2) ein, so entsteht eine ganze Function 
^q)(v) vom n(n — 1)*®*^ Grade, welche die bemerkens- 

werthe Eigenschaft besitzt, dass sie den Factor I ^ j 
ausscheiden lässt. Es ist also 

(4) Jq>{v)=^^t{v).<p'ivy*) 

WO tl^(v) eine ganze Function vom 

n(n — 1) — 2(n — 1) = (n — l)(w — 2)*«^ Grade 

bedeutet. 

Der Satz lässt sich folgendermassen beweisen: Die Discri- 
minante ^(x) der Gleichung (1) 

X — (p(v) = 

kann durch das Product 

(5) ^(x) = [a; — q)(Vj)][x — g)(v2)] ,..[x — q)(vn-i)] 

dargestellt werden, wobei v^ bis Vn—i die Wurzeln der Gleichung 

g)\v) = 

*) Der Factor -j muss beigefügt werden, weil die höchste Potenz 
von V in J(p(v) den Coefficienten 1 besitzt. 



3 
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bedeuten. — Setzt man nun x = q){v) in (5) ein, so entsteht 
(6) ^9 (v) = lq> {v) — 9 (vj)] [fp (v) — 9 (vg)] . . . [9> (^) — 9 (vn-i)]. 
Greifen wir einen beliebigen Factor 

q>(v) — tpivk) 
heraus, so ist ersichtlich, dass dieser durch 

theilbar ist, weil die Bedingung q>{yk) = besteht. Sonach 
geht (6) über in 

n — 1 

(4) Jipiy) = rl>{v)Yl{v - v.f = ^, t(v) . ip'{vy , 

was zu beweisen war. 

Nebenbei bemerkt man, dass ^(v) eine reducible Func- 
tion ist, nämlich die Resultante der beiden ganzen Functionen 

WO Vk die zu eliminirende Grösse ist. 

2. Anwendung auf die Transformation hyperellipti- 
scher Differentiale. 

Es sei das Differential 

dx 



(1) dV= , 

vorgelegt, wo ^{x) bis auf einen constanten Factor die Discri- 
minante von 

(2) V»» H 1- ^it; + Jo — ^ = 

bedeutet Fühlen wir 

(3) a; = -y»» -| h -^0 == 9^(^) 

in (1) ein, so entsteht mit Rücksicht auf (4) 
(4) dF=-^. 

Wir sind hiermit auf ein Transformationsverfahren ge- 
kommen, welches folgendermassen formulirt werden kann: 
Zu jedem Differential der Form 

dx 
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existirt eine Gleichung 

(3) x = v'' + 1- Ä^v + Aqj 

welches dasselbe überführt in 

(6) ^^ 

Vv^^+'-' + ^iV + h 
wobei m = (m — l)(n — 2) und die 6,- in bestimmter 
Weise von den a,- abhängen. 

Im Allgemeinen ist m>w, und daher wird man bei 
rückwärts geleiteter Transformation gewisse höhere Transcen- 
denten specieller Art durch niedere ausdrücken können. 

Würde man die den DiflFerentialen (5) und (6) entspre- 
chenden Integrale, sowie deren Umkehrfun ctionen im Weier- 
strass'schen Sinne*) als neue Transcendente einführen, so 
könnte man mit Hilfe der letzteren die Auflösung der Trans- 
formationsgleichung q>(v) = X nach 'v herbeiführen. — Be- 
kanntlich hat schon Landen auf diesem Wege die cubische 
Gleichung aufgelöst. Vgl. Studie XL 



Anwendung anf specielle Fälle. 
3. Transformation mittelst der Gleichung 
(1) x = v^ + 3Av^ + 3Bv + C = q)(v). 

Die Discriminante dieser Gleichung heisst 

^(x) ^ 27{x^ + 2px + q), 
wobei 

jp=-2^3 + 3^B — C, 

q = AÄ^C— SÄ^'B^ - 6ÄBC + AB^ + C^ =p^+ 4c(B - Ay. 
Führen wir x = g)(y) in das Differential 



ein, so erhalten wir nach Ausscheidung von 

\(p\v) = v^ + 2Av + B 
folgende Differentialgleichung: 

*) Vgl. Monatsberichte der königl. Akademie d. Wissenach. zu 
Berlin, 1886; Weierstrass, üeber eine Gattung reell periodischer 
Functionen. 
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^^N dx Sdv 

^ ^ Vre« + 2px + q ~ yv*+ 2At? + 4jB — SA* 

Letztere ist des Oefteren schon betrachtet worden, weil durch 
ihre Integration eine sehr bemerkenswerthe Auflösung der 
allgemeinen cubischen Gleichung geleistet wird. 

Man kann aus der vorliegenden Transformation auch 
Nutzen für höhere Differentiale ziehen, wenn man von dem 
allgemeinen Differential 



yx(x)'{x*+2px+q) 

ausgeht, in welchem % eine ganze Function darstellt. 

Um einen einfachen Fall zu statuiren, sei j(^(x) = x] 
dann gelangt man zu einer Gleichung, welche die Reduction 
eines hyperelliptischen Integrales vom Geschlecht p == 2 auf 
ein elliptisches zeigt, nämlich 

rQV dx Sdv 

^ ^ yx{x^+2px+^ ~ ]/ö;^+3it;«+"3'jBt;+C)(t;«+lZH-4-B— 3 ^0 

4. Transformation mittelst der Gleichung 

(1) x = ^ + eJBv^ + 4Cv + D = (p(v). 

Die Discriminante von 

g)(v) — X = 

heisst bis auf einen constanten Factor 

J(x) = ic* + 3px^ + Sqx + r, 
wobei 

p = 6B^-D, g = 27B*— 12i?22)+18BC2+2)^ 

r^^81B^D + 54:B^C^']'18B^D^—b4tBCW+27C^-D\ 

Führen wir x = g){v) in das Differential 

dr= , ^— 

yx^ + Spx^ + Sqx -\- r 
ein, so erhalten wir 

Die Function ^ ergiebt sich am einfachsten, wenn msCn 
(vgl. Abschnitt 1) die Resultante aus 

und 



(2) 
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tp(v)-q,(Vj) 02,0 l 2 I ß7? 

(^ _ ^ )> = 3v/ + 2vkV + v^ + 6B 

herleitet; man findet so 

(3) il,{v)=v'^+12Bv^+ 10(7t;»+45BV+54BCi;+54JB3+27C^ 

und die Transformation lautet 

dx Aidv 



Beantworten wir nun die Frage: Können die Coefficienten 
der Gleichung 
(1) x = v^-i'6Bv^ + 4Cv + D 

bestimmt werden aus den Coefficienten jp, q, r ihrer Discrimi- 

nante ^(x), oder auch: Wie ermittelt man die Coefficienten 

der Transformationsgleichung x == g)(v), wenn ein DiflFerential 

dx 

yx^-{- Spx* + Sg[x + r 
mit vorgeschriebenen Coefficienten p, q, r gegeben ist? 

Wir haben hiernach die Gleichungen (2) nach JS, C, D 
aufzulösen. — Aus der ersten dieser Gleichungen folgt 

(a) D = &B^—p, 

und wird dieser Werth in die zweite eingetragen, so entstellt 

Substituirt man schliesslich die Werthe aus (a) und (ß) 
in die dritte der Gleichungen (2), so ergiebt sich 

wobei zur Abkürzung 9i?^ = iy gesetzt wurde. 

Mittelst der Gleichungen {y\ (ß), («) findet man rückwärts 
der Reihe nach B, C, D. 

Was die Auflösung der biquadratischen Gleichung (y) 
anlangt, so sei nur bemerkt, dass ihre (Euler'sche) Resolvente 

von besonders einfache^: Natur ist. Letztere kann nämlich 
ghne Weiteres zu einem Cubus vervollständigt werden, so dass 

V = ^[y2 + 2(2i)« — 3j)2)r + 43a — 3/^2]. 
Wie man sieht, ist v die Discriminante von ^{x). 
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Da B achtdeutig, C zweideutig ausfallt, so giebt es im 
vorliegenden Falle IG Gleichungen x = q>(v), welche zur 

Transformation ein und desselben DiflFerentiales - benutzt 

werden können. 

5. Transformation mittelst der Gleichung 
(1) x = v^ + 6Äv^ + 5Bv = (p(v). 

Da die Discriminante einer allgemeinen Gleichung fuuften 
Grades bereits ein sehr complicirter Ausdruck ist, so wollen 
wir die Betrachtung auf eine gewisse Normalform beschränken. 

Eine einfache Betrachtung lehrt, dass jede ganze Func- 
tion X '= q>(v) vom n^^ Grade, in welcher keine geraden 
Potenzen von v vorkommen, eine Discriminante ^{x) vom 
(n — 1)*®^ Grade besitzt, in der keine ungeraden Potenzen 
von X auftreten. 

Hiernach wird also die Discriminante der Gleichung (1), 
abgesehen von einem constanten Factor, folgende Form haben: 

J(X) =X^ + 2pX^ + g = (a;2 - «2) (^2 _ ^2)^ 

WO a und ß noch näher zu bestimmen sind. 
Transformirt man nun das Differential 

mittelst der Gleichung x = ^(v), so entsteht 

^y h{v — o) {v + a){ v — h){v-\- h) dv 



Vl^iv) - a] [q>{v) + a] [q,{v) - ß] [^ W +7J ' 

wobei + a und + 6 die Wurzeln von 

^g)Xv) ==v^ + ^Av^ + J5 = 

sind. — Verlangt man, dass q){v) — a theilbar durch {v — d) 
sei, so muss a = 9?(a); da aber zufolge der Bedeutung von 
a auch q>\(i) verschwindet, so wird fp(v) — a durch {v — df 
theilbar sein. Ebenso ist g)(v) — ß durch (v — by theilbar, 
wenn man ß =" g>(b) wählt. Nach diesen Bestimmungen ist 
endlich auch g)(v) -\- a durch {v + a)* und g>(v) -^ ß durch 
(y + ßy ganz von selbst restlos theilbar, weil q)(v)==^ — q){ — v). 
Führt man die Division, die hier ganz einfach ausfällt, 
wirklich durch, so erhält man 

HsTMANK, Studien. 8 
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Ä^=„3+2at>«+i(4a«-5J'')t;+i«(a«-55«)=x(«,*,t;), 

und daher lautet das Endresultat 

^Qx dx bdv 

Wie man sieht, ist i\f eine Function zwölften Grades, 
welche jedoch nur gerade Potenzen von v enthält. Für 

v^ = w geht 

hdv .., . hdw 

über m 



::::^C > 



V^ ^ywtp(y~w) 

und nun ist der Grad des Badicanden auf sieben herabgedrückt. 

Der Vollständigkeit halber mag noch der Zusammenhang 
zwischen «, ß und a, b aufgesucht werden. 

Da + a und 4: 6 die Wurzeln von 

v^ + 3Av^ + B = 
bedeuten, so ist 

3Ä = —{a^ + W), B = a^b\ 
mithin 

und hiernach wird 

ß = ^>Q>)= -^b\V-ba')/ 
Soll umgekehrt a, b durch a, /3 ausgedrückt werden, so 
setze man -^ =^ ri, dann ist 

woraus a und b folgen, sobald ri ermittelt ist. Letzteres aber 
ergiebt sich aus 



a 5 1 - hiT^ 

92 



oder 



p ' 1 — hri^ 



Man hat demzufolge 25 verschiedene Transformationen für 

dx 
das Differential • 
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6. Transformation mittelst der trinomischenGleichung 
(1) a; = v** + at;**"*. 

Man gelangt hier zu dem Resultat, dass jedes Differential 

der Form 

dx 



dV= 



mittelst der Gleichung (1) in 

Übergeführt werden kann, wo ^ eine gewisse ganze Function 
vom (w — l)(w — 2)*®° Grade bedeutet. 
Beispielsweise ist 

dx A:dv 

Vx^+ 27 a* y^^ + 10 a v^ +~27"a^ ' 

wenn 

X = v^ -{-■ Aav. 

7. Tran'sformation mittelst gebrochener Functionen. 

Allgemeine Darlegung. 

Wir haben bisher nur den Fall ins Auge gefasst, wo x 
im Absolutgliede der Transformationsgleichung vorkam. 

Es sei jetzt x ein additiver Bestandtheil des Coefficienten 
von vP in einer ganzen Function n^^ Grades von v, so dass 

(1) x = -^ = (p(v), 
wo 

Bilden wir analog wie in Abschnitt 1: 

(2) ^{x) = [x — (fiv^)] ...[x — q>(vn)], 

wobei Vi bis Vn die endlichen Wurzeln der Gleichung (p\v) = 
bedeuten, so entsteht eine ganze Function 92*^" Grades in x: 

(3) J(x) = ä;»» H \- a^x -{- Oq, 

welche, abgesehen von einem constanten Factor, die Discri- 
minante der Gleichung 

0(v) — XVP = 

vorstellt. — Setzt man x = q)(v) in -^(pc) ein, so erhält man 

8* 
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n 



^fp(v) = JJ[[q>(v) — (p(vk)], 



it=i 



und weil 9?'(^*) = 0, so lässt sich aus diesem Product 
das Quadrat der Grösse 

n 

(4) »(v) = jfj[f - «*] 

ausscheiden. 

Hieraus folgt aber, dass d(p{v) in folgender Weise ge- 
schrieben werden kann: 

wobei ^ eine ganze Function vom Grade 

n^—2n = n{n — 2) 

bedeutet, deren höchste Potenz den Factor 1 besitzt. OflFenbar 
ist ^ eine reducible Function, nämlich die Resultante aus 



d'(vk) und 



oder 



{V - Vj)^ 







»(„.) ^ '.'7' - -^fW _ 



Die soeben entwickelte Discriminanteneigenschaft findet 
wiederum vortheilhafte Verwerthung bei der Transformation 
von hyperelliptischen DifiFerentialen. 

Führt man nämlich in 



dx 






+ aiX + aQ 



die Substitution 



X = 



^(t;) 



t?. 



0(v) = !;'* + 1- i4it; + Aq 



ein und berücksichtigt, dass 
dx 



_ ^^^X «)— j p ^(t?) ^7,, _ (n—p)e'(v) ^^ 



V 



p+i 



dv = 



V 



p-\-i 



SO entsteht 






hyperelliptischen Differentiale. 117 

Der Vortheil liegt wieder, wie früher, darin, dass sich 
eine gewisse ganze Function, hier ^(v), forthebt. 

Bei der vorigen Entwickelung, insbesondere bei der Grad- 
abzählung der Functionen, ist stillschweigend vorausgesetzt 
worden, dass 0<p<w. Dies führt aber zu keiner Be- 
schränkung, denn der Fall j) = ist vordem erledigt; der 

Fall p = n kommt auf » = zurück, wenn man in a? = — ^ 

die Substitution v = — macht; überhaupt bewirkt die letzte 
Substitution, dass an Stelle von ' 

X = — - der Ausdruck x = — *-^ 

tritt, wo ©1 eine Function vi^ Grades in v^ ist, deren Coeffi- 
cienten in umgekehrter Reihenfolge laufen als in 0. Es 
kommt daher die Transformation im Falle jp > w auf eine 
Transformation mittelst 

hinaus, welche aber, wie unmittelbar zu sehen, principiell 
nichts Neues darbietet. 

Endlich sieht man noch, dass es mit Rücksicht auf die 

Substitution t; = — genügt, nur die Fälle 

^>< — , wenn n eine gerade Zahl, 

jp^ T^ , wenn n eine ungerade Zahl, 

in Ansatz zu bringen. 

Bevor wir zu Anwendungen übergehen, sei bemerkt, dass 
man die bisherige Untersuchung noch allgemeiner führen 
kann^ wenn man die Transformationsgleichung 

in welcher O und % ganze Functionen sind, zu Grunde legt. 



(3) 
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Anwendang anf specielle Fälle. 
8. Transformation mittelst der Gleichung 

(1) X = —^ f -^-~ = (p{v). 

Die Discriminante von 

0(v) -vx = 0, wo 0(v) = v^ + 3Av^ + 3Bv + C, 
heisst bis auf einen numerischen Factor: 

(2) ^(x) = x^ + ^px^ + H^ + r, 

wenn 

j \p = \A^ -B, \q = B^- \A^B - \ÄC, 

\^,r = i^2 j52 _ j53 ^ f ^i?(7 ~ A^C — \C\ 

Nach der allgemeinen Darlegung des vorigen Abschnittes 
besteht nun folgende Differentialgleichung: 

/,>, dx 2 . v~^dv 

wobei tl;(v) die Resultante aus 

und 

{ß) ^i^'k) = 2v,^ + 3Av,' — (7 = 

ist. 

Aus (a) ergiebt sich 

V + SA 

welcher Werth in (/3) einzusetzen ist. Fügt man dem so ent- 
stehenden Ausdruck den Factor — 4 bei, so hat man das 
gewünschte ilf{v)j nämlich 

f(y) = t;3 + 6Av^ + 9 AH -f- 4(7, 
und die Gleichung (4) lautet demgemäss 
/KV dx 2dv 



yx^ + Spx'^ + Sqx + r yv{v^ + QÄv^ + 9A^v + 4(7) 

Das ist zunächst nichts Neues, sondern eine Jacobi'sche 

Transformation dritter Ordnung. Wir müssen also, wenn wir 

auf hyperelliptische Differentiale kommen wollen, von einem 

allgemeineren Differential, etwa 

dx 



-s > 



yz{x)j(x} 
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unter x eine ganze Function verstanden, ausgehen. Die ein- 
fachste und zugleich bemerkenswertheste Annahme ist x(x)=x. 
Damit gelangen wir zu folgender Transformation: 

dx 



(6) 



yx{x^ -f Spx* + 3g[a; + r) 
2dv 



y(v^+ SÄv^+ SBv + C)(t?»+ QÄv'-\- 9AH + 4(7)' 

WO Aj B, C oder p, g, r beliebig gegebene Zahlen bedeuten. 
Sind j), q, r gegeben, so findet man Ä, B, C aus den 
Gleichungen (3), und zwar ist 

während A der biquadratischen Gleichung 
V^ + 6(g — jp^i^" + 4(2i>» - 3pq + r)ri - 3iq—p^f = 0, 
in welcher 

v = - i^', 

zu entnehmen ist. — Diese Gleichung stimmt buchstäblich 
mit jener überein, auf welche wir in Abschnitt 4 kamen und 
über deren Auflösung wir daselbst einige Bemerkungen ge- 
macht haben. 

9. Transformation mittelst der Gleichung 

(1) x= ^ ^ ^ = 9(4 

Bemerken wir zunächst Folgendes. Wenn die Transfor- 
mationsgleichung a? = 9}(t;) im Zähler nur gerade, im Nenner 
nur ungerade Potenzen von v enthält, so kann die zugehörige 
Discriminante nur gerade Potenzen von x enthalten, und 
selbstverständlich muss dann auch ^(t;) eine gerade Function 
sein. Letzteres ist nicht unwesentlich, denn bekanntlich bilden 
jene Differentiale, welche unter der Quadratwurzel ein Polynom 
achten Grades mit nur geraden Potenzen haben — und 
auf ein solches führt eben die Gleichung (1) — die einfachste 
Klasse der AbeTschen Transcendenten. 

Setzen wir also die Discriminante in der Form 

^{x) = Ä^ + 2px^ J[^q = {x^ - a^){x' - ß^), 
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wo a und /5 noch zu bestimmen siüd, voraus*) und führen in 



X = g)(v) ein, dann entsteht 

^y (3t?^ + QAv*— B)dv 

WO 

Sei 

3z;* + 6Av^ - B = 3(v^ — a^)(t;2 - h^), 
also 

2^ = - (a^ + b^), B= — Sa^J^ 

so müssen sich a und /} so bestimmen lassen, dass das 
DiflFerential in v abkürzbar wird durch 

Hierzu gehört aber nichts weiter, als dass 

(2) .-m ß.tm, 

weil - - mit v das Vorzeichen wechselt und weil 

V 

Sv* + QÄv^ — B 



dv L V J 



v^ 



sowohl für V = + a als auch v = + b der Voraussetzung 
nach verschwindet. 

Mithin haben wir folgende Transformation: 
,ov dcc sdv 

wobei 

*W Ö^^I^)'^ {V + ay {v - hy ' ' "^v+W * 

Führt man die Division im ersten Factor dieses Productes 
durch, so entsteht 



*) Wir benutzen hier ein Verfahren (ähnlich wie in Abschnitt 6), 
welches den Vortheil darbietet, dass man zunächst nur die Form, nicht 
aber die Coefficienten der Discriminante J{x) zu kennen braucht. — 
Auch ergiebt sich dabei die Function ^(v) ohne beschwerliche Besul- 
tantenbildung, und sie erscheint sogleich in Factoren aufgelöst. Die 
Berechtigung dieses Verfahrens folgt aus der allgemeinen Darlegung in 
Abschnitt 7. 
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m^."l = ^ + 2av- 36*, 

und nuD ergiebt eine blosse Buchstabenvertauschung 

(4) ^ (i;) = {v^ - A,*) («* - V) («* - f*.') {v' - f*/)- 
Hierin bedeuten A^, A^ und ftj, /Xjj die Wurzeln der Gleichungen 

(5) A2 + 2aX — 3&2 == 0, ^^ + 26^ — Sa^ = 0. 

Schreibt man w an Stelle von v^^ dann würde das Re- 
sultat folgendermassen lauten: 

Das Differential 

dw 



kann mittelst 

i ! -^ -— /j; 

in das elliptische 

jdx 

Übergeführt werden. 

Bestimmen wir noch die Anzahl der hier möglichen 
Transformationen. 

Es seien a und ß in 

J(x) = (x^ — a'){x^ - ß^) 
vorgelegte Zahlen, dann ergeben sich a und b aus 

(6) a = ^ = ~2a(a2 + 362), ß = ^ 2b{¥ + 3a'). 



-T = y> T = n> 



Setzt man 

dann folgt aus (6) 

y = '» rS?' *^- ^- ''^ ~ ^^''' + 3», - y = 0. 

Diese Gleichung lässt nachstehende Schreibweise zu: 

1 — y \?? — 1/ ' 

und hierdurch ist ihre Auflösuug unmittelbar gegeben. 

Da man für i] drei, für a und b je neun sich ent- 
sprechende Wertlie bekommt, so ist die Anzahl der Trans- 
formationen neun. 
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10. Transformation mittelst der trinomischen 

Gleichung 

v*» — xv^ -{- a = 0. 

Man findet hierbei Folgendes. 
Das Differential 

dV- ^"^ 



kann mit Hilfe der Substitution 



X = 



v^ 



Übergeführt werden in das Differential 

wobei '^{y) eine gewisse ganze Function vom w(w — 2)*®^ 
Grade bedeutet, welche nach Potenzen von v^ fortschreitet. 

11. Eigenschaften der bisher betrachteten hyper- 
elliptischen Differentiale. 

Die in den Abschnitten 3, 4, 5, 8 und 9 abgeleiteten 
hyperelliptischen Differentiale konnten stets in elliptische 
transformirt werden. Sie haben daher mit letzteren vornehm- 
lich folgende Eigenschaften gemein: 

Bildet man aus ihnen eine Euler'scheDifferentialgleichung, 
d. h. eine Gleichung der Form 



so lässt sich für diese das allgemeine Integral in Gestalt 
einer algebraischen Gleichung angeben. 

2. Geht man zu den bestimmten Integralen über, so 
kann man zwei gleichartige zu einem dritten vereinigen, und 
es besteht dann zwischen den oberen Grenzen ein gewisser 
algebraischer Zusammenhang. 

3. Jene Integrale lassen, ohne unbestimmt zu werden, 
die Umkehr zu; ihre obere Grenze wird eine algebraische 
Function von sin am, also doppelt-periodisch. 



hyperelliptißchen Differentiale. 123 

£iiie andere Art der Transformation. 
12. Historisches. 

Es giebt noch eine andere Transformation, bei welcher 
ein Differential — nicht, wie bisher, auf ein — sondern auf 
zwei oder mehrere zurückgeführt wird. Dieselbe ist zuerst 
von Legendre a^ew endet worden. 

Im XXXII. Chap. No. V des Traite des fonct. ellipt. 
reducirt Legendre das Integral 

welches unter der Wurzel eine reciproke Function*) besitzt, 
mittelst der Substitution 

(2) c(?+\==xz oder 4= = ilVM^ + Vis — 2} 

yx 

auf die Summe zweier elliptischen Integrale 
/gN j^ r Zdz , r Z'd z 

wo, falls P eine rationale Function in x ist, auch Z und Z' 
rationale Functionen in werden und wo 

Q = «(^3 _ 3^) _^ g(^^2 _ 2) + y^ + d. 

Später, im Troisieme Supplement des Traite, ist Legendre 
auf einen Specialfall des Integrales (1) zurückgekommen; er 
betrachtet in einem Schlussparagraphen die Transcendente 



(4) f- T—-- 



(1 - x^a:^) 



und findet, dass diese immer auf die Summe zweier ellipti- 
schen Integrale der ersten Gattung, deren Amplitude dieselbe 
und deren Moduln Complemente von einander sind, zurück- 
geführt werden kann. 

Offenbar ist das letzte Integral ein Sonderfall von (1), 

denn der Ausdruck 

(1 — x^) (1 — x^x') 



X 



wird für x = -z:- zu einem reciproken. 
V» 

*) „Reciproke Function** ist hier natürlich so zu verstehen: Die 
Gleichung cc-\- ix-\- yx^-\ \- oix^ = ist eine sogenannte reciproke. 
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In der Anzeige des eben erwähnten Supplement kommt 
auch Jacobi auf das letzte Integral zu sprechen. In einer 
Nachschrift erweitert er alsdann das Legendre'sche Resultat, 
indem er zeigt, dass jedes der beiden Integrale 



X 



(5) C-i^= und /*_Ä=, 

ü 

wobei 

f{x) = {l -- x)(l—xkx){l + xic){l + Ix), 

in zwei elliptische mit derselben Amplitude, aber verschie- 
denen Moduln zerlegt werden kann. 

Auch diese Jacobi'schen Integrale sind Specialfalle des 
Integrals (1), wie man leicht erkennt, wenn man • 

x' . VxT 

im ersten x = —=1 , im zweiten x = ^— r- 

substituirt, wodurch f{x) eine reciproke Function wird. 

Betreffs der wichtigen und interessanten Bemerkungen, 
die Jacobi zu diesen Integralen macht, sei auf das Original 
verwiesen: Crelle's Journ., Bd. 8 S. 413 oder Gesammelte 
Werke, Bd. 1 S. 378 ff. 

13. Transformation eines hyperelliptischen 
Differentiales in zwei niedere. 

Um unsere Untersuchung sogleich zu begrenzen, sei 
Folgendes vorausgeschickt. 

Wir wollen nur solche Differentiale 



betrachten, in denen ^(v) eine reciproke Function geraden 
Grades bedeutet, und sie nach dem Vorgange von Legendre 
in die Summe zweier niederen Differentiale zu zerfallen suchen. 
Wir kommen aber auf das oben angeschriebene Differential, 
wenn wir in 



d 



\Vv) 



(1) dV= ---7=r-, wo (p{x) = (x — a^)... (x—an), 
die Substitution 
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(2) ^ J^.Vj^xMi^. ß>r 

Yv Vß — y 

einfahren. Diese Substitution ist der Legend re'schen nach- 
gebildet, aber allgemeiner, insofern sie zwei Parameter ß, y 

enthält. Der Nenner ^ß — y ist hinzugefügt, damit die Eigen- 
schaft 

(3) r^ - ^JEi^ME}- 

Vß — Y 

vorhanden ist, welche darin besteht, dass der reciproke Bruch (3) 
aus dem ursprünglichen (2) durch blossen Vorzeichenwechsel 
hervorgeht. 

Beide Substitutionen nach x aufgelöst ergeben 

(4) ^ = ^(,3+2£±l,+ i}, 
und dieses in (1) eingesetzt, liefert 

n—S 

(5) dF= -r-h~^äv 



(P-y)* yjjiv'+is.v + i] 



i = l 

wobei 

p + y - 2«, 

Andererseits zerfällt (1), wenn (2) benutzt wird, in 

(6) dv .L=\ , ^"^ = + M=\ . 

Es kommt also das Differential (5), welches im Nenner 
eine reciproke Function 2n*®° Grades besitzt, auf zwei 
Differentiale zurück, deren Nenner vom (n + 1)*®° Grade 
sind. — Bei geradem n wird man überdies das Differential (5) 

noch mit v zu erweitern haben, wenn der Zähler rational 
sein soll. 

In dem Ausdruck für 8i dürfen offenbar zwei der Grössen 
ß, y oder «,- specialisirt werden. So setzt Legendre von 
vornherein /3 = 2, y = — 2. Indessen ist es für manche 
Betrachtungen zweckmässiger, zwei der «,- zu specialisiren und 
zwar so, dass die beiden Differentiale in (6) ihre Normalform 
erlangen. 
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Schreibt man - an Stelle von v, so geht das Differen- 
tial (5) über in 



n— 1 
n— 1». 2 



(7) dV= "^Z^^ZJll 



(P-y)*]/jJ{t..'+23.t,. +1} 



»=1 



während die Gleichung (4) ihre Gestalt nicht ändert, denn es 
sind eben v und Vj die Wurzeln jener reciproken Gleichung. 
Bezeichnen wir eine reciproke Function 2n*®^ Grades von v 
mit P2n(v)y so können wir mit Rücksicht auf (5) und (7) 
folgende Differentiale transformiren: 



Für n==2: , und — _^_'_- 

VvF,(v) Vt\PA^h) 

o dv V, dv^ 

n = 3: 



7> '" *-" ^/ t> / T ?' 



Legendre'sche 
Differentiale, 



. ^ t?dt? v^^dv^ 

p. ^ vdv Vi*dVj^ 

etc. etc. 

Wie man sieht, erschöpft man hiermit nicht alle Fälle, denn 
es fehlen jene Differentiale, welche im Nenner den 7. und 8., 
11. und 12., überhaupt den An — l*®"" und An^^ Grad besitzen. 
Dieser Mangel lässt sich jedoch beseitigen, wenn man in der 
vorigen Untersuchung die einzige Abänderung trifft, dass man 
statt des Differentials (1) das folgende: 



(i) 



(8) dV = --=_^ , wo (p{x) = (rp — «,)... (a: — a„), 

als Ausgangspunkt nimmt. 

Bevor man in (8) die Substitution (4) einführt, ist es 
zweckmässig, die Grössen ß und y zu specialisiren; man wähle 
etwa /3 = 1, y=—l oder /3 = 1, y = 0. Im ersten Falle ist 

v^+ 1 



I 



X = 



(9) { _ 2. ' 
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mithin lautet die Transformation 

n n ^ 



Vfi 



{i?2 — 2a.t? + l} 

und wenn v mit — vertauscht wird, 

n n 

,^^v 2^ v^^ dv^ da; — xdx 



1=1 

Hier tritt also der eigenthümliche Fall ein^ dass die Summe 
oder Differenz zweier Transcendenten verschiedener Klasse 
übereinkommt mit einer neuen Transcendenten höherer Klasse. 
Addirt man die letzten Gleichungen, so entsteht 

« = 1 

wobei der Index von v^ fortgelassen wurde, da die Substitution 

X = J" für ein reciprokes v ungeändert bleibt. Ist n = 1 

r dx 
oder w = 2, so lässt sich I — elementar auswerthen, folff- 

lieh sind 

/(v ]dv l \v \dx) 

, ^ "^ und / -___A_«' ^^__,_.. 

|/i,(t,a— 2at;+l) e/ )/(t?« — 2ait7+ l)(t?* — 2ajV+ 1) 

pseudoelliptische Integrale. 

Bezeichnet man, wie früher, durch T^niy) eine reciproke 
Function 2n*®'* Grades von v, so ist nunmehr auch die Trans- 
formation der folgenden Differentiale erledigt: 

Für w = 3: — und , ^ , , 
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Für n == 5: -r=rr und --^-rJ=^ , 



^ vdü t\^dv. 

w = 6: 



?? '" ^* ,y-r*--v V W 



etc. etc. 

Damit ist die früher aufgeschriebene Gruppe vervollständigt. 

Ganz unbeantwortet bleibt die Frage, ob solche Diflferen- 

tiale, die unter der Quadratwurzel eine reciproke Function 

ungeraden Grades besitzen, in niedere Differentiale trans- 

formirt werden können. — Im einfachsten Falle einer reciproken 

Function dritten Grades ist eine Vereinfachung nicht möglich, 

denn das Differential 

dv 



y(v — l){v — a)(v-- ^) 



führt, in die Normalform umgesetzt, auf ein elliptisches mit 
durchaus allgemeinem Modul, so dass keine weitere Beduction 
denkbar ist. 

Anmerkung. 

Die in diesem Abschnitte vorgetragene Reduction eines 
hyperelliptischen Differentiales auf zwei niedere Transcendenten 
beruht im Wesentlichen darin, dass in ein Differential 

wo 

(p(x) = {x — ofi) . . . (ic — Un), fiß) = rat. Funct. von g, 

die Substitution 



eingetragen wird, so dass 

^^^ fii^)ß_^_ I U (^) d^ 

Y^{x) • (ai + h^ xj V(p{x)'(a^ + h^ x) 

entsteht,, wobei /i und /'g wiederum rational sein werden. 
Andererseits löst man die Substitution nach x auf, führt den 
gewonnenen Ausdruck ebenfalls in das ursprüngliche Diffe- 
rential ein und gelangt hierdurch zu 
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Offenbar ist die angedeutete Methode nach verschiedenen Ge- 
sichtspunkten hin erweiterungsfähig, man braucht ja nur die 
Substitution zu yerallgemeinern; also etwa 

zu Grunde zu legen, wo die O* rationale Functionen von x 
vorstellen. — So hat, um nur Eines zu erwähnen, Jacob i 
auf den Nutzen der Substitution 



2t = Yay^ + 2 6y + c — Vay^ — 26y -f c 

bei der Reduction der AbeTschen Integrale erster Ordnung 
in die Normalform hingewiesen. Man vergl. die Jacobi- 
Bichelot'sche Abhandlung, Borchardt's Journal, Bd. 55 
S. 1-14. 

üebrigens darf der Umstand nicht verschwiegen werden, 
dass die Auflösung der Substitution nach x im Allgemeinen 
recht verwickelte Ausdrücke in liefert, wenu sie nicht gar 
unmöglich ist Es kommt daher darauf an, die Goefficienten 
der Functionen &• so zu wählen, dass sich x als rationale 
Function von e ergiebt oder dass wenigstens ,,rat. Funct. von 
X = rat. Funct. von je?" wird. 

• 

14. Das Legendre'sche Differential. 

Unter den im letzten Abschnitte behandelten Differentialen 
bieten jene das meiste Interesse, welche in elliptische zer- 
fallt werden können; das sind aber diejenigen, welche unter 
der Quadratwurzel eine reciproke Function sechsten Grades 
besitzen. 

Nach unserer Darstellung würde ein solches Differential 
folgende Zerfallung zulassen: 

^^v dv ß — y ( dx . dx \ 

(p{x) = (a: — a^){x — a^){x — «g), 
wo 

ß + y — 2 a. 
HsTMAMir, Stadien. 9 
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Wird — an Stelle von v gesetzt, so entsteht hieraus 
(2) "^"^ + ^^^{ . '^•^ + '^'' ]■ 

In beiden Gleichungen sind x und v durch die quadratische 
Gleichung 

(3) . = ^j,^ + 2|±I. + l) 

verbunden und zwar so, dass für die eine Transformation die 
eine Wurzel Vj für die andere Transformation die zweite Wur- 
zel Vi zu wählen ist. 

Addirt oder subtrahirt man die Gleichungen (1) und (2) 
und geht zu den Integralen über, so erhält man 

a 

wo 0(v) das hier vorkommende Polynom sechsten Grades und 
J(x) ein elliptisches Integral erster Gattung bezeichnet*). — 
Setzt man J(x) = w, so kann man diese Gleichung umkehren; 
es lässt sich also mit Hinzuziehung der Gleichung (3) auch v 
als Function von u darstellen. 

Schreibt man (4) folgendermassen : 

V Vi 

/p-v / * dv -j- /* dv 

^ J VW) J V^)~^' 



a 



WO V und Vj die Wurzeln von (3) sind, dann kommt man 
ganz von selbst und mit Nothwendigkeit auf das so interes- 
sante Jacobi'sche ümkehrproblem der hyperelliptischen In- 
tegrale vom Geschlecht p = 2, bei welchem bekanntlich die 
hyperelliptischen Integrale paarweise zu vereinigen und die 
oberen Grenzen einer quadratischen Gleichung (hier Nr. 3) mit 



*) Ist eines der a,- = P, lesp. == y, so wird das entsprechende 
dj. = + 1; das Integral (4) lässt dann aus der Wurzel (1 — t?), resp. 
(1 + ^) ausscheiden, ebenso tritt vor die Wurzel in J(x) der Factor 
(x — ß)y resp. (x — y). Es wird sonach J(x) elementar transcendent, 
also das Integral auf der linken Seite von (4) pseudoelliptisch. 
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eindeutigen Coefficienten zu entnehmen sind. — Der vor- 
liegende Fall ist jedoch insofern speciell, als die Wurzeln v 
und Vj nicht unabhängig von einander sind und demzufolge 
ein einziges Paar von Integralen zur Umkehr hinreicht. 

Endlich ist noch ersichtlich, dass Integrale der Form (4) 
mit den elliptischen Integralen die Eigenschaft theilen, dass 
bereits zwei gleichartige zu einem dritten vereinigt werden 
können, wenn zwischen den oberen Grenzen ein leicht zu 
findender algebraischer Zusammenhang besteht. 

15. Ein Specialfall des Legendre'schen Differentiales. 

Ein besonders bemerkenswerther Specialfall des in Ab- 
schnitt (14) betrachteten Differentiales liegt vor, wenn eine 
der Wurzeln a,-, etwa «3, unendlich gross wird. Setzen wir 
noch, was keine Beschränkung mit sich bringt, a^ = und 
«2 = 1, 80 gelangen wir zu folgender Gleichung: 

,^v dv Vß — yl ^ 1 ^ \ 

VnÖÖ ^ lVa;(a;— l)(a;— y) ~ yx{x—l){x — ß)} 

In den elliptischen Differentialen können wir jetzt leicht 
die Normalform herstellen, indem wir schreiben 

0^ = ^, ß = ^\ 7 = 1^ 
Es entsteht 



,QN dv ^_ ]/x^— X* | du . du 1 

VnW ^ li/(i— «*2)(i-x*«*«) — y(T=^*)(i-x2w«)J 

und ausserdem, wenn v mit - vertauscht wird. 



vdv l/x* — X* 



du -— du 



In beiden Differentialen sind die Variabelen u und v an ein- 
ander gebunden durch 

—^ = —. — v^ + 2 , ' ,8 v + 1 , 

u* 4t; l ' x*--Z* ' j' 

und x{v) hat folgende Bedeutung: 

l{v) = [v' + 2g|;t; + 1) jt;=' + 2 J^^ + 1 j 



(4J 
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wobei, wie gewöhnlich, 

Die Gleichungen (2) und (3) zeigen, dass die Summe oder 
Differenz zweier elliptischen Differentiale erster 
Gattung mit gleichen Amplituden, aber verschiede- 
nen Moduln, auf ein einziges hyperelliptisches Inte- 
gral erster Gattung vom Geschlecht p = 2 zurück- 
kommt, nämlich auf 

wo x{^) <ii6 zuletzt aufgeschriebene reciproke Function 
vierten Grades bedeutet. 

Addirt man die Gleichungen (2) und (3), so gelangt man zu 

Vn(v) }/(i — «*«)(! -H^'w«)' 

und diese neue Gleichung kann benutzt werden, um ein 
elliptisches Integral erster Gattung mit imaginärem 
Modul auf die Form P+ QY— 1 zu bringen. 
Setzt man nämlich 



x^ = e + fY— 1, >?^e — fY—l 
und führt an Stelle von v eine neue Variabele mittels 



V = w y — 1 

ein, so entsteht unmittelbar 



/i 



u 

du 



(6) 




w 



y(t-u*)(i-(e + fV-l)u^ 



1 /* (l + wy—l)du) 

^.y ]/«(l+2-iu,-u,«)(l + 2i=i«.-u,')' 



WO u und V verbunden sind durch 

Die Zerlegung eines elliptischen Integrales mit imaginärem 
Modul hat zuerst Jacobi behandelt und zwar in der früher 
erwähnten „Anzeige von Legendre's Fonctions etc.", Grelle 's 
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Journal, Bd. 8 S. 413 S. Aber der dort gegebene Ausdruck 
ist ausserordentlich complicirt, und das rührt, wie man sich 
leicht überzeugen kann, davon her, dass Jacobi seinen Ent- 
wickelungen das Integral*) 

« +4 



J 



1/(1 — a;) (1 + klx) (1 + kx){\ — Xx) ' 



zu Grunde gelegt, welches im Nenner keine reciproke Function 
besitzt**). 

Um noch auf ein anderes, von Jacobi a. a. 0. mitge- 
theiltes Resultat zu kommen, bemerken wir Folgendes. 

Die Function 

ist aus der reciproken Function x(^)} vergl. Nr. 4, infolge der 
Substitution v ^= w ]/— 1 hervorgegangen , und sie hat dabei 
ihren reciproken Charakter verloren. Letzteren erlangt sie 
indessen in einem — aber nur in einem — speciellen Falle 
wieder, nämlich wenn e = ^ ist. 

Setzen wir der Gleichförmigkeit wegen f = ^Jc^ wo k eine 
beliebige reelle Zahl bezeichnet, so lautet Gleichung (6): 

u to 

(8) C ^"^ = — Ai + «;y=i) dw 

/>/a-«.)(i-l±^u.) ^/ "^ ' 

während die Function W bei passender Anordnung ihrer 
Factoren folgendermassen geschrieben werden kann: 



Nun ist aber identisch 

J VwW ^ J VwW 2 J y^w^ ' 

und die letzten beiden Integrale kommen , weil W jetzt reci- 



*) Also das in Abschnitt 12 unter Nr. 6 erwähnte Integral; nur ist 
hier l mit — X vertauscht. 

**) Vergl. auch die nächste Studie. 
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prok ist, unter Zuhilfenahme der Gleichungen (2) und (3) auf 
elliptische zurück, nämlich 

W Ui 

J VwW y^j y(i:iwj2)(i_H«tti«)' 2^ ^ 





Aus dem Zusammenhang zwischen u und Wj sowie u^ und w 
folgt, dass sich die Werthe u = 1 und w^ = 1 entsprechen. 
Man kann daher mittelst u = sin 9, u^ = sin ^ ohne Weiteres 
zu den vollständigen Integralen übergehen und findet so 

T 

^ 



worin 



21/14-Ä;* ' 21/14-fc« ' 



11/1+ Ä;* 2>/l+' 

und Ä jedwede reelle Zahl sein darf. 

16. Transformationsproblem eines hyperelliptischen 
Differentiales erster Gattung vom Geschlecht jo = 2^ 

Aus den Gleichungen (2) und (3) des vorigen Abschnittes 
erhält man durch Addition, resp. Subtraction die neuen Glei- 
chungen 



in denen % ^^^ f folgende Bedeutung haben: 

I f(x, u) = (l — u'){l — x^u^). 

Es genügt, nur das erste DifiPerential zu betrachten, denn das 
zweite eatsteht aus dem ersten buchstäblich, wenn x mit X 
und + V mit — v vertauscht wird. 
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Da obige reciproke*) Differentiale auf elliptische zurück- 
gefQhrt werden können , so steht zu erwarten, dass für sie 
eine allgemeine algebraische Transformation explicite ge- 
leistet werden kann. 

In der That, das bestätigt sich auch; doch muss man 
hierbei zwei wesentlich von einander verschiedene Fälle aus- 
einander halten. 

Es lässt sich nämlich erstens das Differential 

{i + v)dv 

in ein anderes gleichartiges verwandeln, in welchem an Stelle 
des Parameters A ein anderer ft erscheint, der von dem ersten 
völlig unabhängig ist. Da also A in jedwede vorgelegte 
Zahl transformirbar ist, so wollen wir diesen Parameter einen 

transitiven nennen. 

« 

Es lässt sich zweitens das Differential durch eine Jacobi- 
AbeTsche Transformation in ein anderes gleichartiges um- 
setzen, in welchem an Stelle des Parameters x ein anderer x^ 
erscheint, der aber von x nicht unabhängig ist, sondern 
mit jenem durch eine Modulargleichung verbunden ist. Wir 
wollen X im Gegensatz zu A einen intransitiven Parameter 
nennen. 

Die zuerst erwähnte Transformation ist ausserordentlich 
einfach. Vertauscht man nämlich in der Differentialgleichung 
r^v 1 (1 -{-v)dv du 

wo 

den Buchstaben A mit fi, und v mit Wy so bleibt das Differen- 
tial auf der rechten Seite ungeändert, folglich ist 

... 1 (1 + v)dv _ L_ _ (l+^)<^^^ 

■)/ii*— X* yt?;K(x, X, v) l/x* — fA* Vwx (h, fi, w) 

und die Transformationsgleichung hierzu lautet 

®jV(-+2:-si:»+ii-"-^'('«'+2-::!:::»+i)- 

"^ Es ist wohl nach dem Früheren nicht misszuverstehen , dass 
sich hier „reciprok** auf die Function x{v) beziehen soll. 
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Diese Ausdrücke gelten auch für ft <=» 0, und in diesem Falle 
reducirt sich das Differential der rechten Seite in (4) wieder 
auf ein elliptisches. 

Was nun zweitens die Transformation des intransitiven 
Parameters x in einen andern x^ anlangt, so führe man in 
die rechte Seite der Gleichung (1), also in 

i7^=T' "^^ ^(^' w) = (1 - w«)(l - x^u^), 
die bekannte Jacobi'sche Substitution n*®* Ordnung 

w = y , wo U und V gewisse ganze Functionen von t bedeuten^ 

ein und erhält 

du dt 



wobei X und q durch eine Modulargleichung (n + 1)*®" Grades 

ff {xj 9) = verbunden sind und M den Multiplicator bezeichnet. 

Andererseits führe man in das bezüglich seines Moduls 

noch nicht näher bestimmte Differential 

du^ 

eine Jacobi'sche Substitution w*®' Ordnung u^ = -^- y U^ und 

Fl Functionen von t, ein und erhält 

(2ui dt 

wobei Xi und q^ durch eine Modulargleichung (w+ 1)*®^ Grades- 
^(*i; 9i) '^ verbunden sind. 

Setzt man jetzt Qi = Q, so folgt durch Vergleichung der 
aufgeschriebenen Differentiale 
^/»v du M^ dui 

Der Zusammenhang zwischen u und u^ ist durch eine Para- 
meterdarstellung 

gegeben^ und die zu (6) gehörige Modulargleichung wird ge- 
funden , wenn man aus 
(8) (p(x, q) = und ip(xi, 9) ^ 

die Grösse q eliminirt. 
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Verwandelt man schliesslich das elliptische Differential 

mittels der Substitution 

in ein hyperelliptisches der in Bede stehenden Form, so ge- 
langt man mit Bücksicht auf (1) und (6) zu der Differential- 
gleichung 

M (1 4- v)dv M^ (1 + w)dw 

Hiermit ist das Transformationsproblem für das vorgelegte 
hyperelliptische Differential in der allgemeinsten Weise erledigt. 
Veröffentlicht in der Zeitschr. f. Math. Jahrg. XXXIII. 



Studie XIV. • 
Ueber elliptisohe Integrale mit complexem Modul. 

In einer Nachschrift zur ,, Anzeige von Legendr e, Theorie 
des Fonctions Elliptiques", Troisifeme Supplement (vgl. Crelle's 
Journal, Bd. 8, p. 413 — 417) giebt Jacobi die Darstellung 
des elliptischen Integrales erster Gattung mit imaginärem 

Modul in der Form P+ Q V^^- 
Er findet daselbst*) 



j 



9 



^ yi-{e + fy-l)Bm*<p 



— ' A _ 

1/2/1/(1 ^ey+ff—e+l I VW^ 





dx 



x){\-\-'kXx){\-\-kx){\ — Xx) 



'^^ l/2(i/(l-e)«+/^/'-e+l)y 1/(1-0;: 



^xdx 



)(l+Ä;Xa;)(l4-Äa;)(l— Xä) ' 



*) Der Factor — — , welcher in dem Aasdruck für das zu ent- 

wickelnde Integral vorkommt, ist erst später in dem von Borchardt 
herausgegebenen Bd. I von Jacobi's Werken, p. 382 berichtigend hin- 
zugeffigt worden. 



138 Studie XIV. Ueber elliptische Integrale 

worin 



j. ^ V(l-ey+Tf + e-l ^ _ y(i-ey+ff + e--l ^ 
"^ yee + ff-e ' yee + ff+e 

Die Veränderlichen x und <p stehen in folgendem Zu- 
sammenhang 

Vx= (&^ + cQ sin qp 

j/1 — &« sin« 9 + y 1 - c« sin« 9 ' 

und hierin bedeutet 



V = y\ — 66, c' = 1/1 — cc. 

In der vorigen Studie, bei Gelegenheit der Untersuchung 
von AbeTschen Transcendenten, welche unter der Quadrat- 
wurzel solche ganze Functionen besitzen, die den sogenannten 
reciproken Gleichungen entsprechen, trat uns das oben be- 
merkte Integral mit complexem Modul ebenfalls entgegen^ 
und es ergiebt sich fär dasselbe auf dem von uns ein- 
geschlagenen Wege nachstehende Zerlegung in die 

Form P+QY^^: 

dq> 



JvT 



^ yi-(e+/'y-l)8iii>9) 



w 






(l-f-W}/^^)dM7 



«)(l + 2^-^t<;-tt;«) 

wobei die Veränderlichen q> und w durch die Glei- 
chung 

sm* q> %w \ ^ f / 



an einander gebunden sind. 

Die Richtigkeit des Resultates wird leicht erprobt, wenn 
man in das gegebene Integral direct die letzte Substitution 
einführt, also an Stelle von 9 durchweg w bringt. 

Es ist wohl augenscheinlich, dass die Jacobi'schen 
Ausdrücke eine viel complicirtere Gestalt besitzen; überdies 
wird die Rechnung mit denselben noch dadurch erschwert, 
dass die verbindende Substitution, d. h. die Gleichung zwischen 



mit complezem Modal. 139 

X and q> in imaginärer Form (von der sie allerdings befreit 

werden konnte) auftritt. 

Dass trotzdem zwischen der Jacobi'schen Formel und 

der zuletzt aufgeschriebenen ein innerer und wesentlicher 

Unterschied nicht stattfindet, wird erkannt, wenn man in 

jener die Substitution 

w 

macht, gehörig reducirt und allerorts die Parameter e und f 
einfuhrt. — Dann entsteht die neue Formel buchstäblich. 

Dieselbe erleidet indessen noch den Mangel, dass sie sich 
für f=^0 nicht unmittelbar reell erweist, und wir sind des- 
halb nochmals auf selbige zurückgekommen*). 

Der beregte üebelstand lässt sich ohne Weiteres besei- 
tigen, wenn man in obige Entwickelung an Stelle von w eine 
neue Veränderliche v mittels 

V 

w = ^ 

einfahrt. Die so veränderte Formel lautet: 

u 



(1) 



/' / du , . V 

^ y(l_««)(l-(e + /•>/-!)«») 

Vi 



{v + fV—l)dv 



y¥ J yv(v* + 2ev — P){v^ +2(e - l)v - P) 

V 

wobei u und v verbunden sind durch 

und diese gilt nun auch, wenn f verschwindet. 

Für die obere Grenze v^ hat man den Werth 00 zu 
wählen; so lange f von verschieden ist, dürfte v^ auch 
gleich gesetzt werden. 

Will man die Formel auf ihre Richtigkeit prüfen, so er- 
theile man ihrer linken Seite die Form - 



*) Vergl. auch eine Note von Herrn Saalschütz in der Zeitscbr. 
f. Math, u. Phyg. Jahrg. XXXIIT, S. 311. 
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d 



& 



und entDehme aus (2) 

\uf Ol/ 



2|/2 |/v8(t;«+ 2et?--D 

Nach Einführung dieser Ausdrücke entsteht die rechte Seite 
von (1) unmittelbar. 

Für das elliptische Integral zweiter Gattung findet man 



mittelst derselben Ausdrücke 



u 



SV 





l~(c + /'}A-T)u« 



1 — u^ 



du 



»1 

= -L/- 



(v*+n(t?-/'v'-i)d«? 



>/2 J {v^+2ev-f^ yv{v'' + 2 et? — D (v* + 2 (e — l)t? — /"*) 



Veröffentlicht im Journal f. Math. Bd. 103. — Vergl. auch Zeitschr. f: 

Math. Jahrg. XXXIII S. 313. 



Zweites Kapitel. 

üeber die Integration linearer, nicht homogener 
Differentialgleichungen dnrch Snpplementintegrale. 

Studie XV. 
Ueber Snpplementintegrale. 

In dieser Studie soll gezeigt werden, dass die Integration 
von linearen nicht reducirten Differentialgleichungen 

(1) P«2/^"^ + h PiV' +Poy = Q 

nicht selten ohne Anwendung der Variation der Constanten 
geleistet werden kann. Ist Y das vollständige Integral der 
reducirten Gleichung, so lautet das complete Integral der 
nicht reducirten 

WO 5 eine von willkürlichen Constanten freie particuläre 
Losung der Differentialgleichung mit zweitem Theil bedeutet. 
Indem wir es dahingestellt sein lassen, ob sich Y angeben 
lässt oder nicht, versuchen wir nun für gewisse Klassen von 
Differentialgleichungen eine directe Herleitung von f. Der 
Kürze halber möge die Function g das zu q gehörige 
Snpplementintegral der vorgelegten Differentialgleichung 
heissen; weiter wollen wir annehmen, dass die Functionen 
Pk ganze Functionen seien, während wir über q erst im ge- 
gebenen Falle besondere Voraussetzungen machen. 

Bestimmte Vorschriften für die Herleitung des Supple- 
mentintegrales lassen sich — da wir die Kenntniss der Par- 
ticnlarlosungen der reducirten Gleichung nicht voraussetzen — 
im Allgemeinen nicht geben. Sehr oft führt eine hypothetische 
Annahme über die Gestalt des Integrales zum Ziele, oder es 
gelingt, die Methode, welche bei der Integration der redu- 
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cirten Gleichung in Anwendung kommt, so zu modificiren, 
resp. zu erweitern, dass sogleich ein particuläres Integral für 
die nicht reducirte Gleichung gewonnen wird. 

Lässt sich q als eine Summe von Functionen ausdrücken 

g. = (li + Q.2-\ — , 
so ist es bisweilen zweckmässig, die Supplementintegrale 
t,^y 52? • • • einzeln aufzusuchen, welche der Reihe nach zu g^, 
^2, • . . gehören; ihre Summe bildet das zu q gehörige Supple- 
mentintegral. Ist beispielsweise q eine unecht gebrochene 
Function, so werden wir dieselbe in bekannter Weise zerlegen, 
und wir haben dann die Supplementintegrale für eine ganze 
Function und für eine Anzahl von Partialbrüchen zu bilden. 



1) Wir wenden uns zunächst zu Differentialgleichungen, 
deren zweiter Theil eine ganze Function ist: 

2 = ^0 + A^ H f- -^/u^ 

und unterscheiden — was wesentlich ist — ob die Gradzahl 
der Coefficienten pn bis p^ in Gleichung (1) die Ordnungs- 
zahl der mit ihnen multiplicirten Ableitungen y^*»^ bis y über- 
steigt oder nicht. 

Der zweite Fall ist der einfachere, denn dann ist un- 
mittelbar klar, dass das Supplementintegral im Allgemeinen 
eine ganze Function yi^^ Grades 

5 = «0 + «1^ H h «/ua>^ 

sein wird, deren Coefficienten sich durch Vergleichung ergeben. 
Eine solch einfache Herleitung des Supplementintegrales 
ist beispielsweise möglich für die linearen Gleichungen mit 
Constanten Coefficienten, für die Gleichung 



2(a + &a;)*yW = q 

n 

und für die Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Functionen. 

Wenn allgemein die Differentialgleichung 

PnV^''^ H h PiV +Poy = 2 

vorliegt, und der Grad der ganzen Functionen pn bis p^ zugleich 
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durch ihren Index angegeben wird, so liefert die erwähnte Coeffi- 
cientenvergleichong nach Einführung von f folgendes Gleichungs- 
sjstem zur Berechnung der Zahlen Uq bis a^: 



M—h 



'f* — * I Ti" — ^ I r/* 






^//— n> 



T* I T*+l I I tÄ+w— 1 I TÄ+n . 

«/fr «Ä -r«/A «Ä+l i r«/* «A-hn—l-Te/Ä aA-f»=-4Ä, 

/l Ofi +,71 0f2 H l-J"? a» +^"1 Vn+l = ^i, 

«^0 «0 +«/^0 «1 H h«^0~" «n— 1 +e7'S «n =-4^. 

Die J" enthalten nur linear die Coefficienten der Punctionej 
Pn bis Pq und gewisse aus den Zahlen n und fi gebildete Facul- 
tätenverbindungen. Das Gleichungssystem soll zeigen, in welcher 
Weise die a unter einander verbunden sind: In die Gleichungen 
tritt der Eeihe nach immer eine Unbekannte mehr ein, so dass 
die Auflösung besonders einfach wird. Von der (n -}- 1)*®" Glei- 
chung bis zur (fi + l)*^° (letzten Gleichung) finden sich im All- 
gemeinen in jeder Gleichung (n + 1) Unbekannte, in den vorher- 
gehenden aber weniger. Bei der Auflösung des Systems können 
besondere Fälle eintreten. 

Verschwindet nämlich einer der Coefficienten von a in der 
ersten Verticalreihe, etwa eT"*, so lässt sich er* aus der k*^^ Glei- 
chung*) nicht bestimmen und diese Gleichung ist überhaupt nicht 
zu befriedigen, da «^ bis Uk^i als bestimmt gelten. 

In diesem Falle bleibt Uk unbestimmt, und es ist einleuchtend, 
dass der reducirten Differentialgleichung eine ganze Function 
^ten Q-ra^eg particulär genügen muss. Denn stellt man die For- 
derung, es soll 

ein particuläres Integral der gegebenen Gleichung (ohne zweiten 
Theil) sein, so wird man bei Bestimmung der ß offenbar auf ein 
Gleichungssystem von der Form 

*) Wir bezeichnen von dieser Stelle ab die Gleichungen nach dem 
Index, welchen das Ä der rechten Seite trägt. 
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Jk—ißk—i + Jk—ißk = 0, 

Jk—2ßk^2 + Jk—ißk—l + Jk—ißk = 0, 

geführt, in welchem die J dieselbe Bedeutung haben wie vorhin. 
Da j3jfc ^ 0, so muss Jj = sein. 

Verschwindet noch ein Coefficient von a in der ersten Ver- 
ticalreihe, vielleicht «/"J, wobei h <ik, so lässt sich a^ aus der 
h}^ Gleichung nicht bestimmen. Indessen lässt sich diese Glei- 
chung im Allgemeinen doch befriedigen und zwar mit Hilfe des 
früher unbestimmt gebliebenen Uk^ welches durch die Grössen 
cta^-i bis «A-f-n in die Ä*® Gleichung linear eingeführt wird. Ver- 
schwindet aber der Factor von Uk auch in der h^ Gleichung, so 
bleibt diese unerflillbar, und der reducirten Differentialgleichung 
genügt particulär eine ganze Function h^^ Grades. 

Verschwindet weiter Jj^ /*<Ä, so lässt sich die /^ Glei- 
chung durch das früher unbestimmt gelassene a^ befriedigen, falls 
nicht der Factor von a^ Null wird. Im letzten Falle aber würde' 
der Differentialgleichung ein drittes particuläres Integral in Form 
einer Function /**®° Grades genügen. Dieser Vorgang kann sich 
n-mal wiederholen, weil J"^, welches die Gestalt hat: 



«/'r=ynr(r— l)(r — 2)...(r — w— 1)H hya^C^— l)+yi^ + yo> 

nur für n Werthe des r verschwinden kann. 

In einem solchen Falle würde die reducirte Gleichung n 
particoläre Integrale besitzen, welche sammt und sonders ganze 
Functionen wären. 

Angenommen nun, es lassen sich v Coefficienten ak^ ce^y . . . oe/ 
nicht bestimmen, so bleibt nichts Anderes übrig, als die Inte- 
gration einer Gleichung 

zu versuchen. Dieselbe lässt sich jedoch, da v particuläre Inte- 
giale der reducirten Gleichung bekannt sind, auf die {n — v)*® 
Ordnung bringen. — Die Unbestimmtheit gewisser Coefficienten a 
findet auch in der Form des Integrals ihre Bestätigung. Da 
nämlich, falls Uk = 0^ eines der particulären Integrale, etwa y^^ 
die Gestalt 

yl=ßo + ßl^^ h ßk^ 

hat, so lautet das allgemeine Integral 

y = ^1 (/»o + |3i a; H h ^* a^) + Cf»y2 + ••• + <?« y. 

+ (oo + «iä; -| \- ccf.x'').. 
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Wegen der Willkürlichkeit des C^ kann nun immer vom ersten 
particTÜären Integral y^ ein Theil wie 

abgelöst und in das Supplementintegral or^ -f- a^ir -f- '-'-{' a^oif 
aufgenommen werden, wodurch sich die Unbestimmtheit erklärt. 

Ein einfaches Beispiel, für welches die Integration vollständig 
durchgeführt werden kann, liefert die Gleichung 

Da derselben (n — l) ganze Functionen, nämlich 

Vk = CkC^, (Ä = 0, 1, . . . w — 2) 

genügen, so tritt hier gerade der Ausnahmefall ein, in welchem 
das Supplementintegral keine vollständige Function ^^ Grades 
ist. — Denkt man sich pn in Factoren aufgelöst , 

Pn = ^{x — Bq) (x — 6i) . . . (a; — £„_i) 

und nimmt der Einfachheit wegen Pn—i == 0, so lautet das Inte- 
gral der reducirten Gleichung 

p = C^ + C^x + C^s? + h Cn-ix—' 

und das Supplementintegral 

? = a^(x — Sq)'*-H{x — 6o) H h ««-l(« — Sn^iy-H{x — Sn-l) 

+ anOf" + «„4-10?'»+^ H [- af.xf'. {fi > n) 

Gleich einfach gestaliet sich die Sache, wenn der Grad 
der Coefficienten pk bis Pq die Ordnung der mit ihnen multi- 
plicirten DiflFerentialquotienten nicht übersteigt und zugleich 
der Grad ft von q nicht grösser als die Ordnungszahl k ist. 
Auf die Beschaffenheit der Coefficienten ^^+1 bis pn kommt 
dann nichts an, und das Supplementintegral lautet 

Der erste Fall lässt sich nicht so leicht erledigen. 
Uebersteigen die Gradzahlen der Coefficienten pn bis p^ die 
Ordnungszahlen der mit ihnen multiplicirten Ableitungen im 
Maximum um die Zahl m, so setzen wir das Supplement- 
integral in der Form 

t=0 + CCQ+ a^x -^ h CC^i^mOO^'"'' 

voraus und führen diesen Ausdruck an Stelle von y in die 
Gleichung (1) ein. Es entsteht 

P«^"^ H Po^ + s = Q7 

HSTHAKN, Studien. 10 
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und hierin ist s eine ganze Function ft*®** Grades, welche die 
unbestimmten Coefficienten a* linear enthält, — Hierbei muss 
jedoch vorausgesetzt werden, dass der Grad ft von q nicht 
kleiner ist als der Grad von pt, wo pk den graduell kleinsten 
Coefficienten unter denjenigen bedeutet, deren Gradzahl die 
entsprechende Ordnungszahl um m übertrifft. Denn wäre (i 
kleiner als der Grad k -]- m von pk, mithin k> fi — w, so 
würde die k^ und alle höheren Ableitungen von 

verschwinden und s in Folge dessen nicht bis zum ft**^ Grade 
aufsteigen. — Die ft — m + 1 Coefficienten a bestimme man 
— wenn möglich — so, dass die ft — m + 1 höchsten Po- 
tenzen der Function q — s fortfallen. Es bleibt dann eine 
Gleichung 

(2) Pn^^**^ H h Po^ = ^ 

zurück, in welcher der Grad der rechten Seite auf den 
(m — 1)*®^ herabgesunken ist, und für welche ein Supplement- 
integral auf anderem Wege aufzusuchen ist, wie dies sogleich 
gezeigt werden soll. 

A. Es sei vorgelegt die Riccati'sche Gleichung 

(la) y(-) + ax-^y = ^Ä,^' 



Wir setzen, falls ft ^ m, 



y = ' + 2'''i 



kl 

o' 

und erhalten 

m — 1 jj. 

(2 a) s^-^ + ax-^0=yJB,^' 

Der Gleichung (2 a) genügt, wenn sie reducirt ist, nach 
Kummer folgendes m-fache Integral*) 



(3a) z= ji 



m-\-n 1 1 m4-n 



m 4- w m — 1 m — 2 2 ci j i 



worm 



*) Crelle's Journal XIX. Band. 



Studie XV. Ueber Supplementintegrale. 147 

m-{-n 

und wo die m überflüssigen Constanten an nachstehende m 
lineare Bedingungsgleichungen gebunden sind: 

[^n+*)j _ 0, (fc = 0, 1, . . ., m - 1). 

Das Kummer 'sehe Integral genügt aber offenbar auch der 
nicht reducirten Gleichung (2a), wenn an Stelle der letzten 
Bedingungsgleichungen die andern: 

[^(n+*)] = B,, (Ä = 0, 1, . . ., m - 1) 

x—O 

gesetzt werden. Mit Benutzung des Integralausdruckes (3 a) 
können wir hierfür auch schreiben 

m-\-n 

1 = 1 

unter d'(k) das Integral 

/CO uf^ -{-...-fu^-r 
m-\-n n-4-k-\-m — 1 n+ifc-4-m — 2 n-\-k -i -i 

e ^ Ui U2 ... Um du^ , . . aUm 



verstanden. Dasselbe lässt sich durch Gammafunctionen aus- 
drücken; es ist 

2(W+W) ' 7 7 7 

B. In der Gleichung 

(1 1) Äy" + Piy +Poy = Q 

mögen die Functionen p^, Pi, Po und q der Reihe nach den 
Grad 3, 2, 1 und ft haben. Dann ist das complete Integral 
additiv aus einjr ganzen Function (ft — 1)*^^ Grades und einer 
Function zusammengesetzt, welche letztere der Gleichung 

(2b) p^z" + p^/ •{.p^0 = x 

zu genügen hat, in der x eine bestimmte Constante bedeutet. 

Die Gleichung (2b) lässt sich durch hypergeometrische 

10* 
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Functionen integriren, wenn die Coefficienten folgendermassen 
lauten*): 

p^ = x^x^x^, Pi = (62 + 63)^2^3 + (^3 + ^)^s^i + (^ + y ^1^2; 

i'o = — ^{\x^ + 62^^:2 + h^^), 

wobei 

Xk = X — ük und 6j + &2 + ^3 + ^ "" 1 = ^• 
Denn führt man in jene Gleichung den Ausdruck 

(3b) z = ^Ck I Ui~^U2^~^ul*~~^(u—xyduy(uk=u — a*,6jt>0) 

ein, so entsteht 

3 

d. h. 

t?i + C2 + (73 = x:A, 

und diese Bedingungsgleichung beschränkt die Lösung nicht^ 
weil eine der willkürlichen Constanten überflüssig war. 
C. Die Laplace'sche Gleichung 

• 

(Ic) 2(«* + ^*^)y^*^ = ^- 

n 

Ist q vom ft*®** Grade, so besteht das Supplementintegral 
aus einer ganzen Function (ft — 1)*®^ Grades, zu welcher 
additiv das Supplementintegral der Gleichung 



(2c) ^(at + 6ta;)«<*> = x 

n 

hinzukommt, unter k eine bestimmte Gonstante verstanden. 

Wir setzen voraus, das Supplementintegral habe dieselbe 
Form wie ein particuläres Integral der reducirten Gleichung, also 

(3 c) g = A / e«("»-»^) (u — a^^-^ •••(«* — a»)'^ -^ du, 

wo l eine Gonstante bezeichnet und m, «* und ßk durch die 
Partialbruchzerlegung 

*) Siehe Studie IV. 
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= m + ^ 



bestimmt sind. 

Führen wir den Ausdruck (3 c) statt z in die Gleichung 
(2 c) ein, so entsteht 

und wählen wir u^ =0, ^2 = «*, so ergiebt sich, falls 
/5* > 0, 6n > 0, ^ 

n 

1 
Für die aufgestellten Grenzen ist nun (3 c) das gesuchte 
Supplementintegral, vorausgesetzt, dass Uk kleiner ist als alle 
diejenigen a, denen eih ß^O als Exponent zukommt. 
D. Ist die allgemeinere Gleichung 



(Id) ^(«* + ikX + CkC(?)y^^^ = g 

n 

vorgelegt, so besteht das Supplementintegral, falls q vom 
^*®^ Grade ist, aus einer ganzen Function (ft — 2)^^ Grades, 
zu welcher additiv das Supplementintegral der Gleichung 



(2d) ^(g* + hoc + Cka?)z^^^ = Xq + k^x 

n 

hinzuzufügen ist. 

Wäre die Gleichung (2d) reducirt, so würde ihr der 

Ausdruck 

«1 



r ux+f^du w , 



z 
genügen, wobei 



n n n 

und W das Integral der Gleichung 

U,W''+ U,W'+ u^w=o 

bedeutet. Denn wird der Ausdruck für z in die Differential- 
gleichung (2d) eingeführt, so entsteht auf der linken Seite 
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- -' du Wi 

und das kann unter bestimmten Voraussetzungen durch ge- 
eignete Wahl der Grenzen annullirt werden. 

Soll die nicht reducirte Gleichung (2d) integrirt werden, 
so haben wir nur zu verlangen, dass der zuletzt aufgeschrie- 
bene Ausdruck identisch werde mit Xq -f" ^i^? d. h., dass 

[e '' "' W] = — Xo, »[e "^ '^' W] = x^. 

Wählen wir u^= und, wenn möglich, u^ so, dass die linken 
Seiten dieser Gleichungen verschwinden; berücksichtigen wir 
auch, dass TF die Gestalt 

besitzt, so gelangen wir zu folgenden Gleichungen 

Dieselben lassen sich mit Hülfe der willkürlichen Constanten 
Yi und yg befriedigen, und zwar ergiebt sich 

yi = i^fM + xJ^m -Q, n KA(0) + x,/;'(0)) : 9, 

wo Q eine Constante vorstellt, die durch die AbeTsche Formel 

— du 

bestimmt ist. Bezüglich der Wahl von u^ ist zu beachten, dass 

j-du 

ein Ausdruck ist, welcher für u = Uk verschwindet, wenn /J*, 
respective dessen reeller Theil positiv ist. Das Supplement- 
integral der Gleichung (2d) lautet sonach 

(3 d) t= ^Je^^-^^-\u^a,y^'-^^^iu--a)?n'-^ [ Y,au)+y,{u)f, } du, 



vorausgesetzt, dass dieser Ausdruck für die ermittelten Grenzen 
einen Sinn hat 
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Eine Differentialgleichung, für welche die Rechnung ohne 
Schwierigkeit durchgeführt werden kann, weil insbesondere 
W leicht zu ermitteln ist, würde folgende sein : 

«2^' + (öl + \0^^ + K + &()^ + ^0^^)^ = «0 + ^1^- 



E. Es erübrigt, auch eine Bemerkung zu nicht reducirten, 
simultanen Gleichungen zu machen. 

Vorgelegt sei ein System von w linearen nicht redu- 
cirten simultanen Gleichungen beliebiger Ordnung; die Coeffi- 
cienten mögen ganze Functionen sein, desgleichen die rechten 
Seiten g^ bis g«. 

üebersteigen die Gradzahlen der Coefficienten nicht die 
Ordnungszahlen der mit ihnen multiplicirten Ableitungen, so 
sind sämmtliche n Supplementintegrale gj bis g« ganze Func- 
tionen, und ihr Grad ist im Allgemeinen gleich dem des 
graduell grössten g. Das complete Integralsystem lautet 

y* = ^* + %k (* = 1, 2, . . ., n), 
imter Zk die Integrale der reducirten Gleichungen verstanden. 
Beispiele hierzu liefern die linearen Gleichungen mit con- 
stanten Coefficienten. 

üebersteigen die Gradzahlen der Coefficienten die Ord- 
nungszahlen der zugehörigen Ableitungen, so setzen sich die 
Supplementintegrale %k ini Allgemeinen additiv aus ganzen 
Functionen und gewissen anderen Functionen zusammen, welche 
letztere Supplementintegrale eines Systemes sind, das sich 
von dem ursprünglichen nur in den rechten Seiten unter- 
scheidet. Aber die neuen rechten Seiten enthalten linear die 
Coefficienten der zu den Supplementintegralen %i^ gehörigen 
ganzen Functionen, und über diese Coefficienten werden wir 
im Allgemeinen so verfügen können, dass der Grad jener 
Seiten herabgedrückt wird. 



2) Wir wenden uns schliesslich zur Ableitung des Supple- 
mentintegrales, wenn die rechte Seite g der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung irgend welche Function bedeutet und betrachten 
im Speciellen 
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A. die Dififerentialgleichung der hypergeometrischen Func- 
tionen n*®' Ordnung, 

B. die Laplace'sche Gleichung. 
A. Supplementintegral von 

*==o 

* = »— 1 

In dieser Dififerentialgleichung*) bedeuten 

Es führen zwei Wege zum Ziele: 

1) Wir setzen das Supplementintegral in der Gestalt 



^=J(u — xy-"- üdu 



voraus und erhalten nach Einführung desselben 

{ {ti-xy-- üg)(u)}-J(u^xy-- j ^ [ üg)(u)]- Urp{u) j dw =^: p, 

wo Q eine constante Zahl ist, die in g eingehen möge. 

Lassen sich die Grenzen u^ und u^ so bestimmen, dass 

{{u — xy-^Uq>{u)] = 0, 

Mi 

wobei ü aus der Differentialgleichung 

folgt und F{u) durch die Punctionalgleichung 



- / (m — a?)^-»i^(w)dw = 2 



Ml 

gegeben ist, so haben wir die vorgelegte Dififerentialgleichung 
befriedigt. Das Supplementintegral lautet dann 



*) üeber die reducirte Gleichung vergl. die Arbeit von Herrn Poch- 
hammer im 71. Bande des Journals für die reine und angewandte 
Mathematik. 
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u% u 

(a) t=j[(u--xy-^x(^)f^{^)F(u)du^äu, 

Ui Uo 

worin 

n n 

1 1 

und Uq eine Grenze ist, für welche das Integral verschwindet. 
2) Wir setzen g in Form eines Doppelintegrales 

t =J \s(u)J (m — xy-^ UdvAdu 

Ml Wo 

voraus, dann entsteht, wie sich unmittelbar aus der vorigen 
Entwickelung ablesen lässt, 



js{u) [ { (w - a;)^» Utp {u)) 
«1 *'° 



u 



«0 

Bestimmen wir U so, dass 

/^[cr<p(«)]-£f^(M) = o, 

und t4o so, dass 

[{u — xy-'^üfpiu)} =0, 

Mo 

dann bleibt zurück 

f {u — x)^''S(u) Uq}(u)du = q. 

Ml 

Setzen wir endlich 

S(u)Uq)(u) = F(u), 
so wird F(u)y abgesehen vom Vorzeichen, die frühere Be- 
deutung haben, und es wird sonach S(u) bekannt sein. Nun 
lautet das Supplementintegral 

u% u 

«1 Mo 

und hierin bedeuten 0* und ^ die früher angegebenen Producte, 
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B. Supplementintegral von 





n 



Auch hier kann das Supplementintegral auf doppeltem Wege 
abgeleitet werden, und der Vorgang ist analog wie bei der 
vorigen Untersuchung. 

Die beiden Formen, in denen wir das Supplementintegral 
voraussetzen, sind 

g = / e^^Fdw respect. S = / S{u) 1 e"^Vdu du, 

« 

und es ergiebt sich dem entsprechend 

(a) g = / I e« irn-\-x) i{u)j% (u) F(tt) du \ du, 

Ul Uq 

respect. 

(b) g = / U (m) F(u)j^ ('«+«) X (u) du\ du. 

Hierin bedeuten 



n n 



1 1 

und m, Uk und ßk sind durch 

««w^'H höi^ + ao , '^ ßk 

= m + ^ 

^w^ + --- + ^w + &o jLj^-^k 

gegeben. Die Grenzen % und Wg» sowie die Function F(u) 
sind, von einem conBtanten Factor abgesehen, durch die 
Functionalgleichung 

I €^''F(u)du = q 
bestimmt. 

Veröffentlicht im Journal f. Math. Bd. 98. 
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Studie XVI. 

Ueber die Integration linearer, nicht homogener Differential- 
gleichungen. 

Wir wollen in dieser Studie, welche sich der vorigen eng 
anschliesst, die Supplementintegrale für einige häufig vor- 
kommende und speciellere Differentialgleichungen darstellen. 

A. Supplementintegral der Differentialgleichung 
(1) (02 + l^x + <^x^)y'' +{(h + h^)y' + %y = X, 

^ = A + ^1 f j + ^2 fj H ^ -^t^-^r 

Es soll die Rechnung, die bisher nur in allgemeinen Um- 
rissen angedeutet werden konnte, an diesem Beispiel in extenso 
ausgeföhrt werden und zwar mit Berücksichtigung aller Aus- 
nahmefälle, welche bei der Bestimmung der Coefficienten des 
Supplementintegrales eintreten können. 

Aus Bequemlichkeitsrücksichten nehmen wir a^ = 0, was 
immer erlaubt ist, sobald nicht vorliegt 

(hy'+ («1 + \^)y + «oy = A + A fj H — ? 

welche Gleichung nachträglich betrachtet wird. 
Das Supplementintegral sei 

§ = «0 + «1 n + «2 2 ! H 1" "^ ^!^ 

und wir setzen der Kürze halber 

«0 + *i* + C2(fc — 1)A; = Mky % + \h = Nk\ 
dann lauten die Bestimmungsgleichungen für die a folgender- 
massen: 

Mf,^2 CC^-2 + ^^-2 CCju-l = A^^2f 



Mk cck + Nk «H-i = ^k, 
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Mh cch + Nh «Ä+i = Ah, 
Mj^i «Ä-i + Nh-^i ah = Ah^i , 

Mh-2 aA-2 + ^A-2 «Ä-l = ^Ä-2 , 



Ml «1 + JVi «2 = Ai, 

Mo «0 + -?i^o «1 = Ao (vgl. S. 143). 

a) Sollte Mk = sein, so lässt sich a* aus der h^^ Glei- 
chung nicht bestimmen, und diese Gleichung kann überhaupt 
nicht befriedigt werden, da «^ bis «jt+i als bestimmt gelten. 
Man berechne nun weiter aus der (k — 1)*®^ bis nullten Glei- 
chung die Coefficienten ak bis «q. Von diesen bleibt einer 
unbestimmt. 

b) Ist auch Mh = 0, so lässt sich «a aus der Gleichung (Ä) 
nicht bestimmen. Man führe die Rechnung jetzt folgender- 
massen. Aus Gleichung (Ä — 1) berechne man «jt—i; man 
findet 

wobei mt—i und w^- 1 bekannte Grössen sind. Aus Gleichung 
Qi + 1) ergiebt sich unter Benutzung aller früheren Gleichungen 

und dieses giebt, in die Gleichung (Ä) eingesetzt, in welcher 
also Mh = ist, Folgendes : 

Nh . (wä+i + %+!«*) == Ah. 

Lässt sich hieraus Uk bestimmen, so hat die weitere Rechnung 
keine Schwierigkeiten. Es folgen nämlich aus den Gleichungen 
(Ä — 1) bis die Coefficienten «a bis a^, doch bleibt von die- 
sen einer unbestimmt. 

c) Es lässt sich a* nicht bestimmen, wenn Nh oder Wä+i 
verschwinden. Dies letztere hat den Werth 

Wa+i = (— l)*-^+i "^^ "^^ *-^' 



M,.lit^*_2---^A+1 



und da die Grössen Mk—i bis Mn+i sicher nicht verschwinden 
können, weil schon Mk = und Mh = Oy so kann a* nur 
dadurch unbestimmbar werden, dass eine der Grössen Ni^i 
bis ^A verschwindet. Wird aber eine dieser Grössen Null (und 
es kann höchstens eine derselben verschwinden, wenn nicht 
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etwa «1 = 62 = 0), so kann die h^ Gleichung nicht befriedigt 
werden. Aus der (h — 1)*^ bis nullten Gleichung findet man, 
wie bei Fall (b), die Coefficienten «a bis «q, von denen einer 
unbestimmt bleibt. Ausserdem ist jetzt auch, falls -Nit— <? ver- 
schwindet, wo 2 eine der Zahlen 1 bis Ä — h ist, einer der 
Coefficienten a* bis «*— 54-1 nicht bestimmt. 

Bilden wir nun die Integrale der vollständigen Differential- 
gleichung. 

1. Lassen sich sämmtliche Coefficienten des Supplement- 
integrales bestimmen, so genügt der Gleichung 

y = Cij/i + C2J/2 + S, 

wobei 

g = «0 + «1 ^ H 1" «." ^ 

und j/i und y^ die particulären Integrale der reducirten Glei- 
chung sind. 

2. Treten die Ausnahmefälle ein, so gilt Folgendes. 

a) Es möge im Gleichungssystem der a Mk = sein; 
dann genügt der reducirten Gleichung particulär 



Denn führt man dieses in die reducirte Gleichung ein, so 
entsteht 

Mj, ß, =0, 

Mk-ißk-i + N,^ißk =0, 



Mk-qßk^ + Nk-gßk^g+l = 0, 

M, ßn +N, ß,^i =0, 
M,^i ß,^i + N,^i ß, =0, 

Ml ß, +JVi ^2 =0, 
Mo ßo +No ßi =0, 
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Dieses System erfordert Mk ==0, und nun ergiebt sich der 
Reihe nach 



{ßjc unbestimmt), 



ßk—i = w*— 1 ßkf - ' ' - 

ßk-2 = nk-2 ßky ^2 = ^2 ßk , 

ßi = n,ßk, 

ßk-q = njt-qßky ßo = n^ßky 

wobei, wie früher, 

(-1 \n k — 1 t—Z k — q 

Der reducirten Gleichung genügt also particulär 

y, = ^* ( «0 + »»1 n +••• + «*-! (^—ryi + jü} • 

Um das allgemeine Integral der vollständigen Gleichung 
zu bilden, führe man in selbige ein 

y = «0 + «1 ^ H 1" "i" ^ + ^^ 

bestimme die a aus dem früher aufgestellten Gleichungssjstem 
ohne Berücksichtigung der Ä*®° Gleichung, so dass zurückbleibt 

wobei 

Bk=^ Ak — Nkak^i. 

Die letzte DiflFerentialgleichung integrire man mit Hilfe der 
Variation der Constanten unter Beachtung, dass 

^1 = «0 + n, j^ + . ■ • + «^i(^-:riy| + ^ 

ein particuläres Integral der reducirten Gleichung ist. 
Man findet allgemein aus einer Gleichung 

falls 0^ der reducirten genügt, 

' = ^1 1/^« r/t "'[(7, + Jl 0, efi"" dx] dx-\-C,\. 
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b) Es möge ausser Mk = auch Mh = 0, (k^ h) sein. 
Ist dann in Gleichung (h) N^ ^ 0, so muss ß/,-^i = 0*), 

„ auch,, „ (Ä+1) JVÄ^.l^O, „ „ /3ä+2 = 0, 

ist auch in Gleichung (h — 1) Nk^i^O, so muss ßk =0 sein. 
Dagegen ergiebt sich aus Gleichung (h — 1) bis (0) 

ßh-l = nh^l ßh, ßh—2 = Wä— 2 ßh, ' • ' ßo = Wo ßh. 

Sonach genügt der reducirten DiflFerentialgleichung jetzt par- 
ticulär 



Vi 



ß^[% + n,^^ + ••^ + n,.^ ^^^, + f^ ) • 



Von dieser Stelle ab verläuft die Rechnung wie bei Fall (a). 

c) Verschwindet endlich Mk, Mh und auch Nk—q, 
wo q eine der Zahlen 1 bis Ä — h bedeutet und Ä > A, so 
entnehme man der Qc — l)*®"" bis (^ — ^ + 1)*®° Gleichung 

ßh-l *= nje—i ßk, ßk—2 == Wa:_2 ßk, ' ' ' ßk—q-^1 = nk-q^l ßk • 

Die (k — q)^ Gleichung verlangt, dass ßk-q = 0, und 
infolge dessen muss auch ßk—q—i bis ß/^^i gleich Null sein. 
Die Ä*® Gleichung ist von selbst erfüllt und nun ergiebt sich 
aus der (h — 1)*®" bis nullten Gleichung 

^Ä-i = nj^xßk, • • • ^0 = ^oi^Ä- 
Sonach genügen jetzt der reducirten Gleichung 

Um das allgemeine Integral der vollständigen Gleichung 
aufzustellen, substituire man in die vorgelegte DiflFerential- 
gleichung 

y = «0 + «1 ^ H V^hj-y + ^y 

so bleibt zurück 



*) Wir bezeichnen die Gleichungen zur Bestimmung der j3 nach 
dem Index des M, 
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{b,x + c^x')z''+ K + b,x)z + ao0 = BH^ + Bk^, 

wobei 

Bh = Ah — NhUh^i, Bk = Ak — Nkccjt+i. 

Da nun von der letzten Differentialgleichung, ohne zweites 
Glied gedacht, zwei particuläre Integrale 0^ und 02 bekannt 
sind, so erledigt sich die vollständige Integration leicht. Man 
bildet nach Lagrange für eine Gleichung 

aus den particulären Integralen folgendes complete Integral: 



Im vorliegenden Falle hat x den Werth 

Wo W^+1 2 J 2 < > 



was aus der Identität 



1 -/f^* 
für X = leicht abgeleitet wird. 

Anmerkung 1. 

Betrachten wir auch kurz den Fall, bei welchem der 
Grad des Supplementintegrales höher angenommen werden darf 
als der Grad des zweiten Theiles der Differentialgleichung. 
Am bequemsten ist es, wenn vrir das Supplementintegral wie 
vorher in der Form 

g=«^ + aj^-| |-«A^^ 

voraussetzen, dagegen in X den Grad durch Nullsetzen von 
A^ bis -4jfc+i auf den k^'^ herabbringen (k < u); denn dann 
können wir den jetzigen Fall als Specialfall des früheren auf- 
fassen. Da jetzt nothwendig M^ = sein muss, so genügt 
der reducirten DiflFerentialgleichung particulär eine ganze 
Function [i^^ Grades 

und umgekehrt: Nur dann, wenn der reducirten Gleichung 
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eine ganze Function genügt, deren Grad höher ist, als der 
Grad des zweiten Theiles der Gleichung, hat es Sinn, für das 
Supplementintegral eine ganze Function anzunehmen, deren 
Grad höher ist, als der zweite Theil der Gleichung, nämlich 
so hoch, als der Grad des particulären Integrales der reducir- 
ten Gleichxing. 

a) Man überzeugt sich nun leicht, dass die Annahme des 
^ten Qrades statt des &*®^ Grades im Supplementintegral im 
Allgemeinen keinen Vortheil gewährt. Wird das complete 
Integral aufgestellt, so zeigt sich, dass der überflüssige Theil 
des Supplementintegrales 

von dem particulären Integral j/j verschluckt wird*). 

b) Ist jedoch ausser M^t = auch Mk = 0, so ist es 
vortheilhaft, % vom ft*®** Grade anzunehmen. Denn da wegen 
Jf* = die Ä** Gleichung nicht mit Hilfe von «* befriedigt 
werden kann, so findet hierzu der noch unbestimmte Goeffi- 
cient Ufi Verwendung. Stellt man das complete Integral der 
Differentialgleichung auf, so erscheint auch kein Theil des 
Supplementintegrales als überflüssig, weil das particuläre Inte- 
gral y^ sich jetzt auf den h^^ Grad zusammengezogen hat und 
keinen Theil des Supplementintegrales in sich aufnehmen kann. 

c) Wird die Bestimmung von «^ im Falle (b) dadurch 
illusorisch, dass der Factor von «^ in der Ä*®° Gleichung ver- 
schwindet, so genügt der reducirten Differentialgleichung 
ausser einer Function {i^ Grades auch eine h^^ Grades, und 
es ist [wie bei Fall (a)] nur nöthig, das Supplement integral 
vom h^^ Grade vorauszusetzen. 



*) Man beachte nur, dass nach der früheren Bezeichnung 
«0 == Wo + Wo a^ , Po ^ Wo |3^,, 

und dass 

Wiu_, bis m„ verschwinden, 

a und ß willkürlich sind. 
HarMANN, Studien. 11 
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Anmerkung 2. 
Wir haben im Anfang unserer Betrachtungen den Fall 

ausgeschlossen. Führt man in diese Differentialgleichung für y 

g = «0 + «1 n ^=' ^ ^^ ^Ti 

ein, so bestimmen sich die « aus folgendem Gleichungssystera : 

(«0 + ^if*— l)«/u-l +«!«// = ^/u-l, 

(üQ + 6,^ — 2) «^,-2 + «i«^-! + a^a/, = ^/.-s, 



(«0 +^1* ) «* + «i «A-i-i + «2 «*+2 = ^*, 

K + ^ )«1 +«1«2 +Ö^2«S =A» 

Hier kann nur der Ausnahmefall in Betracht kommen, wo 

Dann ist es nicht möglich, die Jc^ Gleichung mittelst des Coeffi- 
cienten «* zu befriedigen, und die reducirte Diflferentialgleichung 
besitzt das particuläre Integral 

X X 

yi = ßo + ßiYi-\ — ~^ ß^ki' 

Der vollständigen Gleichung genügt nun 

y = t + ^y 

wobei im Ausnahmefalle aus der Gleichung 



x' 



unter Benutzung der bekannten particulären Lösung zu be- 
rechnen ist. Bk hat folgenden Werth: 

Bk = Ak —[a^ ak-\-i + a2«AH-2 } • 
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B. Vollständiges Integral der Differentialgleichung 

(1) an{a + hxYy^''^ + a»_i(a + 6iK;)'»-iy(»-i) -| 

f- a^{a + hx)y-{- a^y = X, 

^= A + ^lii + ^2 2^ H h ^A^-j- 

1. Schliessen wir zuerst den Fall, in welchem 6 = ist, 
aus, so lässt sich diese Differentialgleichung dadurch; dass 
man für a-^hx eine neue Variabele, etwa wieder x setzt, auf 
die einfachere Form 

hnX^^^^ + h^ix^-^y^^-^"^ -{ h h^y + \y=-X . 

bringen, wobei X wiederum die frühere Form hat. 
Sei 

S = «0 + «1 ^ H ^ ^t^-^i 

das Supplementintegral und q> eine Function von folgender 
Beschaffenheit: 

dann bestimmen sich die a aus folgenden Gleichungen: 

q){^)af,-= Af.,, 9(ft — l)a^_i Ä= ^^_i, , 

q>{k) ak = Akj . . . 9?(l)ai = A^, 9?(0)ao == A- 

Das allgemeine Integral der vollständigen Gleichung lautet 

y = C,x'^+C,X^+"' + CnX'n + g, 

wobei Ai bis A« die Wurzeln der Gleichung n^^ Grades 

9?(A) = 
sind*). 

Auch hier können sich bei Bestimmung der a Ausnahme- 
fälle ereignen. 

a) Es verschwinde der Factor von ak, es sei also ^(jfc) = 0. 
Dann wird eine der Wurzeln der Gleichung g)(A) == 0, etwa 
die Wurzel A*, gleich der ganzen positiven Zahl Je, und so- 
nach genügt der reducirten Differentialgleichung partieulär die 



*> 



^) Eine gleiche Behandlnngsweise ist anzuwenden , wenn der zweite 

Theil der Gleichung allgemeiner die Form X = AqX^°-{-Äi x*'^ -\ hat. 

Das Supplementintegral lautet dementsprechend f = «Vq '^^^ + «i ^'^' H 

11* 
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Potenz yjc = x''. In dem Supplementintegral wird hingegen 
der Coefficient a* von a^ unendlich gross. Durch eine Grenz- 
betrachtung lässt sich nun zeigen, dass in % an Stelle von a^ 
der Ausdruck a^lx zu treten hat. 

Sei im Augenblicke Xk noch von Tc verschieden, Aa; = Ä + ^> 
and man greife aus dem vollständigen Integral der Differential- 
gleichung die in Frage kommenden Glieder, nämlich 

heraus. Nun ist 

«*=^^, 9(*) = 9(^A — *) = 9(^*)-ij9?'('^*)+2T9^"('^*) ' 

oder weil (fi^^k) = 0, so ist 

a* = — 



A 



Bei Veränderung der Constanten Ck kann man aber schreiben 

oder für 8 = 

T = (7*V + «/ ?* Ix, wobei «; = _^ . 

Verschwinden noch andere Factoren, etwa die von «/,, «*,••• «j, 
so tritt im Supplementintegral an Stelle von 



der Ausdruck 






(«*'?! + «*'f]+--+<fl)'^- 



üebrigens kann dieser Fall höchstens w-mal eintreten, weil 
die vorgelegte Differentialgleichung w*®' Ordnung nur n von 
einander wesentlich verschiedene particuläre Integrale besitzt, 
oder auch weil 9?(A) nur für n Werthe von X verschwinden 
kann. Die Gleichung, in welcher dies stattfindet, ist 

^ yin) = ^^ _|„ ^^ ^ .j 1- ^^ ^ 

und ihr vollständiges Integral 
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y 



+ («o'+ «i'n + • • • + «^-i j^—[)) 



Ix 



X 



I » n ! ' ^ (n + 1) ! ' ' '* /* ! 



., (ft>w). 



b) Die Bestimmung von a{ im Falle (a) ist unmöglich, 
wenn 9'(^) ''^ ^> ^' '^^ wenn 9)(A) eine mehrfache Wurzel be- 
sitzt. Wir beginnen mit dem Falle einer Doppelwurzel; die 
gleichen Wurzeln mögen K^ und Aj^.l sein. So lange diese 
noch von Iz verschieden sind, lautet das vollständige Integral 
bekanntlich 

unter g eine reine ganze Function ft*®** Grades verstanden. 

Um nun den Fall A* = A^t+i = Ä zu erledigen, setze man, 
wie früher, A* = & + d und greife aus dem vollständigen In- 
tegral die Glieder heraus, welche alterirt werden. Man erhält 



oder weil 



^{C, + c^M + ^^i;^T, 



<pQc)=^ (It—S) = g) (Ai) — Yi vX^k)+ 2^ ip"(h) — gi (p"'ih) + • • 
und 

so ist 



q)(lk) = 0, q)'(Xt) = 0, 



T^:^[C^+C^,[^IJ + 






X 



oder, bei Veränderung der Constanten und für 8 = 0, 



r= 



^ic.'+c^.^^)+ ^f. 



ih) 



a^{C;+CH-iia;} + ^^ 



2! 



3! 



+ 



x^ T a;^-! " 
* Ä! L ^ _ 



()=0 



9" (Ä) * ir ^^ 



oder 



2!^, 



y=a:*{C/+GH-iia:}+«*"^i^^, a; = ^.^^j 



Wie man sich zu verhalten hat, wenn die Gleichung 
q){k) = eine vielfache Wurzel besitzt, ist jetzt unmittelbar 
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klar. Besitzt sie etwa s gleiche Wurzeln, und sind diese gleich 
der ganzen positiven Zahl k 

SO lautet das vollständige Integral der Differentialgleichung 

g=s+«in + --- + «*^F!^'^+"*+^"£FT)! + *-- + «^^ 

wobei jedoch a^*> den besondern Werth 



* is) 

hat. 

2. Ist in der Gleichung (1) 6 = 0, so schreibe man ax 
für x\ dann liegt vor 

Die Coefficienten des Supplementintegrales 

s = «0 + «1 n "1 ^"'f'^ri 

bestimmen sich aus folgendem Gleichungssysteme: 

doCCfi = Af^j 

Oo a^_i + ai U/u = -4^—1 , 

ao«^-2 + aia^_i + «2«^ = -4^-2, 



ao«o +^i«i H f- an_ia„_i + «««« = ^0. 

Das vollständige Integral der Differentialgleichung lautet 
y = C^e'^x ^ C^e^x ^ 1- Cne'n-+ g, 

unter A^ bis A« die Wurzeln der Gleichung 

««A»» + ön-iA'»-^ H h «1^ + «0 = 

verstanden*). 

*) Eine ähnliche Behandlungsweise gestattet die Differentialglei- 
chung, wenn ihr zweiter Theil die Form Aq e"*** + A^ c"** -| hat. Das 

Supplementintegral lautet dementsprechend f = a^e^°^ + a^e^^" -\- • • •. 
Tritt die Expouentialgrösse e^ nur einmal als Factor der gesammten 
rechten Seite auf, so kann sie durch die Substitution y =* ^z beseitigt 
werden. 
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Die Coefficienten a lassen sich nicht bestimmen, falls 
ÜQ = 0, oder üq = a^ = 0, oder a^ = a^ = »2 = etc. Ver- 
schwinden etwa sämmtliche Factoren von a^ bis a^i, so 
setze man 

dann gebt die Gleichung 

«„y"^ + an-ij/^—i) -\ 1- aoiß) = X 

Ober in 

a„i?(''-s' + rt,_iJ)f— c-') H h 0,,+, ri'-\- a^t] = X, 

und dieser letzten genügt 

Integrirt man jetzt ^-mal hinter einander, so entsteht 

Dieses ist das vollständige Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung für den erwähnten Ausnahmefall. Es sei noch be- 
merkt, dass sich die Annahme eines Supplementintegrales in 
Form einer ganzen Function für die linearen Differential- 
gleichungen mit Constanten Coefficienten bereits in ausländi- 
schen Lehrbüchern vorfindet. Eine Discussion des Integrales 
wird aber daselbst nicht gegeben; auch sind unseres Wissens 
andere Gleichungen in dieser Weise nicht behandelt worden. 
Man vergleiche Moigno, Le§ons de Calcul Differentiel et de 
Calcul Integral. Paris 1844. T. 2 p. 626; — Sturm, Cours 
d' Analyse de TEcole Folytechnique. Paris 1873. T. 2 p. 133; 
— Forsyth, A Treatise on Differential-Equations, übersetzt 
von Maser, 1889. p. 67. 

C. Supplementintegral der Differentialji^leichung 

(1) (ag + h^x)y'+ (ai + 6ia?)y'+ («o + K^)y = ^> 

unter X eine beliebige Function von x verstanden. 

Bekanntlich kann man die Gleichung (1) durch Substitu- 
tionen der Form 
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und durch vielfache Diflferentiationsprocesse auf die Weil er- 
sehe Normalform*) 

(2) l^^ + Ci' + ä + D^+i'i? = /•(!) 

bringen, in welcher p und q positive echte Brüche sind. 
Versuchen wir nun das Supplementintegral für die letzte 
Gleichung herzuleiten. Mit Laplace setzen wir dasselbe in 
der Form 

voraus, wo V eine noch zu bestimmende Function von u be- 
deutet. Nach Einführung des Ausdruckes (3) in die Glei- 
chung (2) entsteht: 

[p(u + 1) + ff« + u{u + im&^Vdu = /•(!), 

oder nach einiger Beduction: 



(3) r, =J e 



z 



+f^^{[p(u + 1) + 2„]F- ^ [«(« + l)F])d« = /•(!). 

Ml 

Setzt man: 

[p(u + 1) + qu]V- ± [«(« + 1)F] = F{u), 

wobei F(u) noch zu bestimmen bleibt, so ergiebt sich: 



u 



«o 

unter Uq eine Grosse verstanden, für welche das Integral ver- 
schwindet, und jetzt geht die in Rede stehende Gleichung über in: 






— \&^u^(u-\-\)i Jf{u)u-^(u+ l)-9du\ + / ^ F(u)du=f{^). 



Gelingt es, die Function F so zu bestimmen, dass 

Wl 

*) Vergl. ^^Vorlesungen über höhere Analysis" von 0. Schlömilch. 



I 



nicht homogener Differentialgleichungen. 169 

und die Grenzen u^ und m^ gleichzeitig so zu wählen, dass 

u u% 

K= lel^uPiu + 1> / F(u)u-P{u + i)-^du = 0, 
SO ist 



u^ u 



(3a) ri=—i !e^M^-i(M+ X)'^-^ j F{u)u--P{u+\y-^du\ du 

das gesuchte Supplementintegral der Gleichung (2). 
Beispiel. Es sei 



Dann ist F so zu bestimmen^ dass 

Ml 



Ce*^F{u)du = ^' 



«1 
Aus der Theorie der Gammafunctionem ist bekannt, dass 

00 

Ce^u^-^du = {-iyE^, g < 0, 



00 

f^^u^-'du = (- ly ^, I > 0; 



sonach hat man 

jPt . (- irx ^1 ^ «*2 = + ^, wenn g < 0. 

^ ^ r(y) ' 1 ' ^2 = _ oo, wenn g > 0. 

Man überzeugt sich nun^ dass für die gefundenen Grenzen 
und für Uq = der Ausdruck 

K = [e'^^uPiu + 1)*? / xu^-p-^iu + l)-»rfw} =0 {y<p) 
wird, und dass daher das Supplementintegral für die Gleichung 

i'^. + {^ + ü + i)% + pn = j. 

folgendermassen lautet: 



ü 
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worin dem Symbol oo noch das passende Vorzeichen zu er- 
th eilen ist. 

Man kann aber auch den zweiten in Studie XV angegebe- 
nen Weg einschlagen, um für Gleichung (2) das Supplement- 
integral zu gewinnen, und man erhält es dann in einer 
anderen Form. Setzt man nämlich dieses Integral in der 
Gestalt 

(4) ri = I \s(u)J e«' Vdu] du 

voraus, so geht die Differentialgleichung nach Einführung 
dieses Ausdruckes über in 

J ^*^"^ [y { i>(« + 1) + ff« + «(« + 1) i } «"^ v<^^] <^« = /■(!) 

«1 Mo 

oder in 



fs(u)\{e^^u(u-\-l)v] 



U 



I/o 

Wählt man nun V so, dass 

[!>(« + 1) + 2«] V- ^ [«(« + 1) FJ = 0, 

und t/o so, dass 

{e^^w(w+ 1)F]} =0, 

«o 

dann bleibt zurück 

J S(u)e^^u(u + l)rdu = f(i). 

Ml 

Verfügt man über S(u) so, dass 

8(u)u{u + l)r^F(u), 

wo F genau die vorige Bedeutung hat, nämlich die, dass 

j'e?^F{u)du = m, 



nicht homogener DifferentialgleichuDgeD. 171 

so ergiebt sich als Supplementintegral der Gleichung (2): 



f/« u 



welches wegen 

auch folgendermassen geschrieben werden kann; 

(4a) 1? = / U--p(m+ \)-^F{u) j ^^up-^{u + Xy-^du du. 
Beispiel. Sei wie vorhin 

mithin 

(_l)% W2= + oo, wenn |<0, 

^ ^ n«') " ^ ' 1*2= — oo, wenn § > 0, 

so stellt der Ausdruck 

CO u 

ri=tl^l'j^u''-P-^(u + l)-^J ^uP-^(u+l)^^du^ du 



mit entsprechendem Vorzeichen für das Symbol oo das Supple- 
mentintegral von 

s 
dar. 

Anmerkungen. 

Bei Aufstellung des Supplementintegrales der Gleichung (2) 
stösst man auf das Problem, in der Functionalgleichung 

Ja 

€^F{u)du = f(x) 
«1 
die Function F bei gegebener Function f zu ermitteln. — 
Nach Abel heisst f die „Fonction generatrice*' von F, und 
F die „Determinante" von f*). Für die Herleitung der De- 
terminante kann es zuweilen zweckmässig sein, wenn man 

*) Vergl. Oeuvres complötes de Niels Henrik Abel, Tome second. 
XI. „Sur les fonctions gän^ratrices et leurs d^terminantee*'. 
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das Integral in ein Fourier'sches Doppelintegral umsetzt, so 
dass die Formel 

/ / gi,(x-r) vCTT ^(^j dudv = 2 nf{x) , Vi<X<V^ 

zur Anwendung kommt. In manchen Fällen bieten sich auch 
einfachere Mittel dar. Wir wollen hierzu einige bemerkens- 
werthe Beispiele geben. 

Es sei f(x) eine echt gebrochene Function. Dann wird 
es genügen, die Determinante für die einzelnen Partialbrüche 
dieser Function aufzusuchen, und mau hat es daher zunächst 
nur mit der Functionalgleichung 

9 

zu thun. Man kommt leicht zum Ziele, wenn man von 
folgender bekannten Belation ausgeht: 



(a) fe''''F(u)du = — ^ 






WO 

. 1 ^2 = + ^^> wenn x <iO 
Ui =0 und 

Mg = — ^^, wenn x > 

Denn setzt man hierin x — Ä an Stelle von x^ so hat man 
unmittelbar 

«a 



J {x — h) 

Ui 



wo 

1 ^2 = + ^^> wenn x — Ä < 
u. = und 

Wg == — cx), wenn x — Ä > 

Der Fonct. gen. 

' {X - ny 

entspricht sonach die Determinante 
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Es sei in der FuuctionaJgleichung 

^F(u)du = — (n ganzzahlig und positiv) 

(x — Kf 

Ml 

die Determinante zu bestimmen. Man könnte diese Aufgabe 
durch Zerlegung der Fonct. gen. in Partialbrüche auf die 
vorige zurückführen; allein es ist bemerkenswerth, dass sich 
die Determinante in geschlossener Form durch einen höheren 
Differentialquotienten ausdrücken lässt. Es ist im vorliegen- 
den Falle 

n <^Vy v > und die Grenzen sind wie unter (a) zu wählen. 

Die Richtigkeit der Behauptung kann durch Induction 
dargethan werden. Multiplicirt man nämlich Gleichung (b) 
auf beiden Seiten mit Xy so entsteht 

x^F{u)du = -1^ -; 

integrirt man theilweise 

u^''F{u)du = {€^''F(u)} — / ^"^ -^ ^^ 

und beachtet^ dass 

{&^F(u) {= 0, wenn ^ + K ^^ 

Ml 1/ > 

SO hat man 



ß 



^ ^- du = -^ ■ 

du (x—W 



und das ist nichts Anderes, als wenn in Formel (b) w + 1 an 
Stelle von n gesetzt worden wäre. Da nun die Formel für 
n = richtig ist, wie unter (a) gezeigt wurde, so ist sie für 
jedes positive ganzzahlige n richtig. 

Allgemeiner kann man Folgendes aussprechen: Die Func- 
tionalgleichungen 
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f e'^'F(u)du=f(x) und f^^^du = {—iyx''f{x) 

«/ e/ du 

Ml Ml 

correspondiren, wenn 

>M« __ _ 

dvT-^ 

eine verschwindende Grösse ist. 

Da bei Zerlegung einer gebrochenen Function complexe 
conjugirte Partialbrüche auftreten können, so kommt man bei 
der Herleitung des Supplementintegrales in die Lage, zu diesen 
complexen Grössen die Determinanten bestimmen zu müssen. 
Diese sind wieder complex, und zwei conjugirte vereinigen 
sich zu einem reellen Ausdruck. 

Es sei also die Determinante F für folgende Functional- 
gleichung zu bestimmen: 

(c) fe"F(u)du = ^ä— - H ^ — ■ , 

Ml 

in welcher 

g^ = m + ni, K=P + Qh 

Die Determinante für den ersten Bruch ist 

r(v) ^ ^ ' 
die Determinante für den zweiten Bruch ist 

(~~ ^) 9i . V— 1 —ÄjM 

r{v) ** ^ • 

Die Summe dieser Ausdrücke ist offenbar die Determinante 
für die Summe der beiden Partialbrüche; man hat also 

F{u) = ^ «-1 {g,^"« + g.er'^" } . 
Da nun 

er^iu _= a~"^'(cos qu — i sin qu), e"**** = er^{coB qu-^-i sin qu), 
so ergiebt sich für F der reelle Ausdruck 

F{i4) = ^ ^ M^-iß-p« [m COS qu -\- n sin qu), v > 0. 
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Die Grenzen sind 

Wg = + ^^> wenn x — p < 
w. = 0; ^ • 

i*2 = — oo, wenn x — p > 

Nicht selten ereignet es sich, dass lineare Differential- 
gleichungen behufs Veränderung ihrer constanten Parameter 
einem vielfachen Differentiationsprocess unterworfen werden, 
wobei der zweite Theil f{x) der Gleichung die entsprechende 
Veränderung erleidet, nämlich übergeht in 

Soll für den letzten Ausdruck die Determinante her- 
geleitet werden, so bestimme man zunächst die Determinante 
von /"(ip), d. h. man ermittle F aus 



«9 



/« 



alsdann lässt sich zeigen, dass 

die Determinante der w*®^ Ableitung von f{x) ist. Man findet 
nämlich durch w-fache Differentiation der letzten Gleichung 
nach X 



(d) j e^''u''F{u)du = 



dx"" 

was mit unserer Behauptung coincidirt. 

Bisweilen wird mit Differentialgleichungen der Form 

(a2 + \x)y' + (ai + \x)y + {a^ + \x)y = f{x) 
auch folgende Transformation vorgenommen: Man substituirt 
y = Vi^^'^j differenzirt hierauf die Gleichung a-mal, substituirt 
rückwärts y^^^ = 2/2 ^'~"*) hierauf transformirt man nochmals 
in analoger Weise y^ = y^e^'j differenzirt 6 -mal, setzt 
y^ip) = er^^y^. Hierbei ist aus dem zweiten Theil f{x) der 
ursprünglichen Gleichung Folgendes geworden: 

dx^\ dx"" '^ J\' 

und es fragt sich nun, welche Gestalt die Determinante für 
diesen Ausdruck annimmt. 
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Sei F{u) die Determinante von f{cc), so dass man hat 



Un 



j(^F{n)du = fix). 



u. 



Setzt man hierin 

u = V -\- cc, 
so folgt 






differenzirt man dies a-mal nach x, so entsteht 



e^x^F{y •\' a)dv = — c--«*/*(a:); 



substituirt man rückwärts 
so folgt 



/ e«x(^ _ ayF(u)du = c«^ -— e-'"'f{x), 



«1 
oder für 



/e^^(t; + j3 — a)«7'X«' + ß)dv = ^«-z*)* — e-«*/*(a:), 
•/ da;** 

und nach b-maliger Differentiation in Bezug auf x 

A*^t;*(t; + j3 - a)«F(t; + ß)dv = -^[e(«-/*)^ -^ ^""'fi^)] , 
»1 

oder endlich für 

V = u — ß 



Ml 



Ist daher i^(w) die Determinante von f{x\ so ist 

(u — aY{u — ßfF(u) 
die Determinante von 

d* 



dx^\ dx^ '^ ^1 
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Diese Transformation kann in der ahgedeuteten Weise 
beliebig weit fortgesetzt werden. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit auch der Functional- 
gleichung*) 

/(m — xy'"'F{u)du = f{x), 
«1 
welche bei Aufstellung der Supplementintegrale von hyper- 
geometrischen Differentialgleichungen — vergl. Studie XV — 
in Frage kommt^ Erwähnung thun, uns aber auf den Fall 
beschränken; in welchem 

Es ist leicht zu sehen^ dass man durch die Annahme 

F{u) = x(«i — ny 

zum Ziele gelangt; denn transformirt man 

mittelst 

u — Ä = (a: — li)v, d. h. u —^ x = {x — h){y — 1), 
so entsteht 

und soll dasselbe identisch sein mit 

9 



so müssen die Zahlen q und x so gewählt werden, dass 

9 

Was die Wahl der Grenzen anbelangt , so hat man 
darauf zu achten, dass das zuletzt aufgeschriebene Integral 
einen bestimmten, von x unabhängigen Werth erlangt, und 



= w — A — 1/— 1, x= g : I v^(v — If-'^dv. 



*) üeber diese Fonctionalgleichung vergl, Abel, Cr eile's Journal 
Band 1. S. 153. 

HsTMANN, Studien. , 12 
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dass für dieselben Grenzen auch das Supplementint^ral einen 
Sinn hat. 

Soll aber der Integralausdruck für % von x unabhängig 
sein, so bieten sich für w, bez. v, welche Variabelen durch 

u — h =* {x — li)v 

an einander gebunden waren, folgende drei Werthesysteme dar: 

Wl = Xy 

1. <M^ = + (X)1 [x — Ä>0 

\, wenn , 

\x — n <0J 



t*2 ==* — oo 



iu^ = h, 



2. 



Uc 



-\- oo 



wenn 



Wg = — oo 



3. 



x — h<0 

X 'h>oy 

Ui = hj 

Wj = X, 

In diesen drei Fällen lässt sich x durch vollständige Gamma- 
functionen ausdrücken; man findet in der entsprechenden 
Reihenfolge 



»1 




1, 




«2 




+ 


oo; 


»1 




0, 




Vi 






oo; 


«1 




0, 




«s, 




1. 





00 






i/>0, A — w+l>0; 



— 00 



00 



oder 







dw; 



x=(-l)>g- ^,/^? j> , v>Q,n-i.-v>0; 



r(v) r(i 



1 1 

3. x=g: f v^(v—iy-^dv =g(— 1)^"** / ^(1 — «^y"^^v 

oder 

_r-iV-n r(i - y) w — A — 1/>0, 

Die erhaltenen t^-Grenzen sind unter den aufgestellten 
Beschränkungen auch zulässige Grenzen für das Supplement- 
integral. Ist V eine positive ganze Zahl (Exponent des Nen- 
ners von einem Partialbruch), so ist die dritte Gruppe der 
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Grenzen, fQr welche 1 — v > 0, auszuschliessen. Die durch 
die Argumente der Gammafunctionen nothwendig gewordenen 
Beschrankungen lassen sich durch vielfache Differentiations- 
processe und Integrationsprocesse, sowie durch complexe Inte- 
gralgrenzen beseitigen. Doch erfordern diese Discussionen 
zuviel Raum, als dass sie hier angeführt werden könnten. 

D. Supplementintegral der Differentialgleichung 
(1) (os + h^x)y" + (ai + \x)y + {a^ + \x)y = X, 
unter X eine ganze Function verstanden, 

x = ^o + A^ + ^}7H 1-^^^- 

In dem Falle, wo der zweite Theil der Differential- 
gleichung (1) eine ganze Function ist, treten wesentliche Ver- 
einfachungen bei der Herleitung des Supplementintegrales ein. 
— In erster Linie verdient der Fall Beachtung, wo \ = 
ist. Dann ist das Supplementintegral im Allgemeinen 
eine ganze Function ^^^ Grades 

y = «0 + «1 -^ + «2 fr H 1" ^^ i^!"' 

die Grössen a bestimmen sich sich durch Coefficientenver- 
gleichung. Vergl. Abschnitt A dieser Studie. 

Ist 6q ^ 0, so liegt die Sache nicht so einfach. Das 
Supplementintegral hat jetzt die Form 

y = ^ + «0 + ai ^ + ' .. + a^-i ^__^^^ , 

wobei z noch in besonderer Weise zu bestimmen ist. Führt 
man nämlich den letzten Ausdruck in die Gleichung (1) ein, 
so entsteht 

= A + ^i^H — + ^^]rr* 

Es enthalten die h linear die ^ Grössen a^ bis a^^i, 
und letztere kann man immer so bestimmen, dass die Coeffi- 
cienten -4.^ und Ä^, -4.^— i und i^— i, . . ., -4, und \ identisch 

12* 
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werden. Im Speciellen kann es sich ereignen, dass die abso- 
luten Glieder A^ und h^ dann von selbst übereinstimmen^ und 
in diesem Falle würde das Supplementintegral eine 
Function (ft — 1)*®^ Grades seiiL Im Allgemeinen findet 
dies aber nicht statt, und es bleibt 

(»2 + b^x)0'+ (»1 + bix)0 + (ßo + \x)0 = Aq — \ 

zurück, für welche Gleichung noch besonders ein Supplement- 
integral aufzusuchen ist. 

Die Gleichungen zur Bestimmung der a Is^uten folgender- 
massen: 



+ «1 aÄ+i+ 61 Aää } = Ah, 



+ a^ a^_i + 61 (ft— 2) a^-_2 = ^^-2, + <^i «2 + h «1 

+ 62(^^—2) a^_l) +«2«3 +^2«2 



=^1, 



und eine Berechnung dieser Grössen ist immer möglich^ weil 
60 ^ vorausgesetzt wird. 

Im allgemeinsten Falle ist daher das Supplement- 
integral der Gleichung (1) additiv zusammengesetzt 
aus einer ganzen Function (ft — 1)*®^ Grades und aus 
einer Function 0, welche letztere wiederum Supple- 
mentintegral der vorgelegten Differentialgleichung 
ist, wenn deren zweiter Theil einen constanten Werth 

A— *0 = A— K«0 + «l«l + «2«2) = ^ 

hat. 

Um nun g aus der Gleichung 

(1 a) (a^ + b^xy + (oj -f 61 a:)/ + {% + 60^)^ = ^ 

zu bestimmen, könnte man diese in die Weiler'sche Normal- 
form umsetzen ; aber bei dieser Transformation tritt der Uebel- 
stand ein, dass der zweite Theil der Gleichung wieder inconstant 
wird, und dass dadurch die Integration bedeutend complicirter 
ausfällt. Man versuche daher für die nicht transformirte 
Gleichung ein Supplementintegral herzuleiten. 



ß 
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Setzt man dasselbe in der Form 

Ml 

voraus, so erhält man nach Einführung dieses Ausdruckes in 
die Gleichung (la) 

^[Uo+ U,x]Vdu = B, 
oder n^ch einiger Reduction 

Hierin bedeuten 

Man bestimme nun V so^ dass 

C^oF-^CC7,F)=0 
und, wenn möglich, die Grenzen u^ und u^ so, dass 

Aus der vorletzten Gleichung ergiebt sich 

UiV = ye^ ^1 , y = consi, 

und vermöge dieses Ausdruckes verwandelt sich die letzte 
Gleichung in 

[ux-]- 1 -^ du\ .rv 

e V£^i ] = B. 

Ml 

Für das Weitere sind nur vier Fälle der Integration zu 
unterscheiden und zwar je nachdem 

^ Uq . a . h 

1- jr = '^ + T + 



2. ?^=='» + ;:r^,+ ' 



C/j ' (m — «)* ' li — a 
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3. ^=m + nu+ "" 






1. Es sei 






dann lässt sich die Gleichung (la) folgendermassen schreiben:*) 

(«) (m + a;)/'+ [a + 6 - (« + /S)(m + x)]/ 

+ [—aß — ha + aß(m + a:)]jef = B. 

Das Integral lautet: 

z 

«»1 
d. h. 






Ml 

und die Gleichung zur Bestimmung der Integrationsgrenzen 

Bezeichnen wir nun die absolut kleinste Wurzel von 
f7j = mit a, so können bei positivem a die Grenzen 
t^j = und Mg = a gebraucht werden und man erhält für y 
aus der letzten Gleichung 

y = (- l)«+H-iB«-/J^, " < ^1 weil \ ^ 0. 

Ist hingegen a negativ, so verfahre man in folgender Weise: 
Man substituire in Gleichung (a) 

dann entsteht 

dies giebt, i/-mal diflferenzirt, 



*) Wir gebraueben die Schreibweise S. Spitzer 's, welcher diese 
Gleichung ausführlich behandelt hat. — Der Einfachheit halber ist 
5, = 1 gesetzt worden. 
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(w+a;)4''+2> + [a+ i; + 6 + (a — /S)(w + a;)]4''+i> 

+ (a + 1/) (a — ß)0l = B{— aye-^. 
Setzt man nun 

so erhält man 

(m + a;X+ [a + 1/ + 6 - (« + /S)(m + a:)]< 

+ [-(« + ^)/S — &« + «/S(m + x)-\z^= S(~ «)% 
also eine Gleichung, die sich von Gleichung {a) nur dadurch 
unterscheidet, dass an Stelle von 

z a B 

resp. z^ a + V B{— ay 

steht. Man wähle nun für v diejenige ganze positive Zahl, 
welche unmittelbar dem absolut genommenen Werthe von a 
folgt, dann ist 

a 

z^ = y I ^'^»)(u — a)«+^i(w — ßy-^du 



ein brauchbares Supplementintegral der letzten Differential- 
gleichung. Der Zusammenhang zwischen diesem Integral und 
demjenigen der Gleichung (a) ist gegeben durch 

wobei die i;- fache Integration zweckmässig mit Hilfe der 
Formel 

X 

vollzogen werden kann*). 

Für y hat man zunächst 

aber dieses zieht sich zusammen in 

diese Grösse behält also ihren früheren Werth bei. 



*) Es sei bemerkt, dass man sich in bestimmten Fällen — auch 
bei negativem a — die vielfache Integration ersparen kann, wenn 
man für u^ unendlich grosse Werthe zulässt. Doch mnss man dann 
unterscheiden, oh m -{■ x positiv oder negativ ist. 
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Sollte a = sein, so genügt der reducirten Differential- 
gleichung, wie leicht zu sehen, 

particulär, und die Integration erledigt sich auf anderem Wege, 
üeberhaupt tfeten Vereinfachungen ein, wenn a und h ganze 
positive oder negative Zahlen sind. 

Es möge noch folgende Anmerkung gestattet sein. 

Besitzt die rechte Seite der Gleichung (1) einen Factor 
6**, lautet sie also Xe^*, so lässt sich dieser Factor durch 
die Substitution 

y = ^""Vi 

stets entfernen. Denn nach Einführung dieser Substitution 
tritt die Exponentialfunction als Factor der linken Seite auf 
und geht -durch Division fort, während sich x mit den Coeffi- 
cienten der Gleichung (1) so mischt, dass deren Gestalt er- 
balten bleibt. 

Man kann auf Gleichungen dieser Art bei der Integra- 
tion von 

(a) {A,-\-B,x)z"'-\-{A,+B^)z"+{A,+B,xy+{A^+B^)is=(i 

stossen. Lässt sich nämlich die Differentialgleichung auf die 
Form 

dx 
bringen, wobei 

(b) Z= (a^ + l^x)z'+ («1 + \x)^+ (ao+ \x)0, 

so ist das Supplementintegral der letzten Gleichung ein par- 
ticuläres Integral der Gleichung (a). Es wird sonach durch 
eine complete Integration der Gleichung 

(c) (a2 + 62^)^"+(öfi + &ii«j)^'+(«o+^o^)^=-S^*; JB=con8t. 

das vollständige Integral von (a) gewonnen. 
2. Es sei 

= ^ + /,. xa -1 



dann lässt sich die Gleichung (la) folgendermassen schreiben: 
Das Supplementintegral lautet: 
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und die Gleichung zur Bestimmung der Integrationsgrenzen: 



Ml 



Die Wahl der Grenzen hat nun in folgender Weise zu 
erfolgen: 



m-\-x negativ, a negativ, a beliebig 

w-}-^ positiv, a positiv, a beliebig 

m+a? negativ, a positiv, a negativ 

m+a? positiv, a negativ, a positiv 

m-^x negativ, a positiv, a positiv 

m+o? positiv, iis negativ, a negativ 

Die linke Seite der Gleichung 



Hier ergeben sich keine 
brauchbaren Grenzen. 



lim d=0. 



w(m+aj) — 



y(u - afe "-« = £ 

verschwindet für m = te^; f ür w = Wj = erhält man dagegen 

a 

weshalb y in den erledigten Fällen den Werth 

a 

y = {—i)^^Bcr^e~"^ 
besitzt. 

In den beiden Fällen, in welchen sich keine passenden 
Werthe für u^ finden lassen, scheint nichts anderes übrig zu 
bleiben, als dass man die Gleichung (la) direct auf die 
Weiler'sche Normalform bringt. Dies geschieht (vergl. die 
in Abschnitt G citirten Vorlesungen von Schlömilch) mittelst 
der Substitutionen 

x = d + s^^ und ;g = 1ye-*^^^ 
vermöge welcher die Gleichung (1 a) übergeht in 

ig + O + a + D^ + i'ij-B'ie-^« 



186 



Studie XYI. lieber die Integration linearer, 



Die weitere Integration gehört in den Theil C der vor- 
liegenden Studie. Es sei hier nur darauf hingewiesen ^ dass 
man im Verlaufe der Rechnung auf die Functionalgleichung 

Ui 

stösst, und dass in dieser die Determinante F (wie dieses 
bei anderer Gelegenheit, Abschnitt E gezeigt werden soll) 
folgender Ausdruck ist: 



F{u) = 



B' 



3. Es sei 



^ttYni 






^0 II« 



dann lässt sich Gleichung (la), welche jetzt die Gestalt 

besitzt, folgendermassen schreiben: 

(y) nz'-\- [m + ÄJ — na]/-\- [a — a(m + xjjz = JB, 

wobei der Einfachheit halber \= 1 gesetzt wurde. 
Das Supplementintegral lautet: 



= y f (U— «)«- V(m4<r)+»y du 



% 



und die Gleichung zur Bestimmung der Grenzen 






y(u — aye 



u(m-\-x)-\-n 



«] = B. 



Ml 



I 

Die Wahl der Grenzen hat in folgender Weise stattzufinden: 



n negativ, a positiv, a beliebig, 
n positiv, a positiv, a beliebig, 

a negativ, 
a positiv, 
a negativ. 



n negativ, a negativ, 



n positiv, a negativ. 



a positiv. 



Ui=0fU2==cCjod,-\-oOj od. — cx>, 
Mi=0, %=«, od.+(X)]/ — l,od. — cx)]/- 

%=0, t*2 = — CX>, 

Wi=0, u2 = + (x>y^^, 

Wi=0, ^2 = — CX>}^ — 1. 



1, 
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Die linke Seite der Gleichung 



u» 



w(w4-«)4-n— 

y{u — afe ^ = B 

verschwindet für w = Wg 5 f ür w = Wj = erhält man dagegen 

weshalb y in allen Fällen den Werth 

besitzt. 

4. Im letzten Falle lautet die Gleichung (la): 

und dieser genügt, wie hinreichend bekannt ist, falls B = 0, 



z 
ö 
wobei 






S= l 









a^a^ +1=0, 
^1 + Cg + Cs = 0. 



Wird nämlich das letzte Integral in die vorgelegte Gleichung 
eingeführt, so entsteht nach gehöriger Reduction auf der 
linken Seite 

welche Grösse Null zu setzen ist, wenn man die reducirte 
Gleichung vor sich hat. Ist aber die rechte Seite der Glei- 
chung eine bestimmte Gonstänte B, so hat man die willkür- 
lichen Constanten einfach an die Bedingung 

^1 + C'g + Cg = — B 

zu knüpfen. Im vorliegenden Falle ist also das Supplement- 
integral mit den particulären Integralen der reducirten Diffe- 
rentialgleichung innig verbunden. Wollte man das Supplement- 
integral für sich haben, so müsste man zwei der Constanten 
C gleich Null setzen. 
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E. Supplementintegral der Differentialgleichung*) 

(9) (hy'+ («1 + h^)y + {% + &o^ + ^o^)y = ^; 
^ = A + ^1 jj + ^2 li H f" A ^' 

Das Supplementintegral hat offenbar die Form 

y==^ + «o + «in""l f" «i"-2(7— 2)15 

denn führt man diesen Ausdruck in die Gleichung (9) ein^ 
so entsteht 

und nun lassen sich die ft — 1 Grossen a, welche linear in 
Tc enthalten sind^ so bestimmen, dass 

und sonach 

(9a) «2^"+ («1 + &i^)^'+ («0 + *o^ tI- ^0^^)^ = ^0 + ^1^ 
zurückbleibt, für welche Gleichung noch das Supplement- 
integral besonders zu ermitteln ist. 

Das Gleichungssystem zur Bestimmung der a ist in 
folgendem Schema enthalten: 

«o«A + K^^h-i + c^hOi — l)aA_2| 

+ a2«A+2 1 

man hat also für h = fi bis /( = 2 

etc. 

Eine Bestimmung der a ist immer möglich, wenn c^^O; 
der Fall c^ = ist in Abschnitt D dieser Studie erledigt 
worden. 

Aus dem Schema^ geht noch hervor, dass (für h = 
und 1) 

«0«l+ai«2+«2«3 



^0=^- { »o«o+ötia,+a2a2 } , B^^Ä- 



.+&o«o+^«i 



1 



*) Die rechte Seite dürfte auch X«"**+^* lauten, ohne dass die 
Rechnung complicirter ausfällt, denn die Ezponentialfunction kann 

durch die Substitution y =» yi 6****+/** beseitigt werden. 



d^ , r («1 — 202^) 1 dv 



+ 



t; = /"(rr), 



nicht homogener DifPerentialgleichnngen. 189 

Jetzt hat man das Supplementintegral der Gleichung (9 a) 
aufzustellen. Man transformire dieselbe mittelst der Substi- 
tution 

wodurch entsteht 

(«1 202^) 

(a^ — «jA + Og^^ — 2a2x) 
+ {Iq — 2aiX--(bi — 4:a2x)l)x 
,+ (4a2X* — 26i X + Cq)x^ 

f(x) = (J5o + J5ia;)e**H-^ 
oder, wenn x und A so bestimmt werden, dass 

402«^ — 2hj^x-\-CQ = 0, 6o — 2a, X — (ft, — 4a2x)A=0, 

(9b) pg + (3 + a,)^ + ., = /-(a;). 

Die Bedeutung von ^, q und r wird leicht erkannt; doch 
ist auch darauf zu achten, dass wir die Grösse 

mit welcher die vorletzte Differentialgleichung dividirt worden 
ist, in Bq und -Bi eingehend denken. Die neuen Grössen B^ 
und B^ in f sind also mit den vorigen nicht identisch. Wesent- 
liche Voraussetzung ist hierbei 

bi — 4^2^ ^ 0. 

Führt man nun in die Gleichung (9 b) — vergl. Abschn. C 
— den Ausdruck 

V = I S(u) • I / e*^ Vdu du 



U, Uc 



ein, so ergiebt sich 



J S(u)\j [{pu^ + qu + r) + ux)&^rdu]du = f{x) 



Ui Mo 

oder 



Jsiu)^[^uV] + /e»*l(i>M*+2M+r) F- ^ («F) jd«]«;« = f(x). 



Uo 
U, Uo 
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Setzt man 

SO wird 

und es bleibt daher zurück 

Ui Uo 

Sei r (resp. sein reeller Bestandtheil) positiv, dann ist 
es erlaubt, Mq = zu nehmen. Wählt man hierauf die 
Function S so, dass 



w* 



S{u)'%ire^^'^ = F{u), 



wo F die Determinante in 



j&*'F{u)du = /"(a;) 



bedeutet, so ist 

Ui 

das gesuchte Supplementintegral der Gleichung (9 b). 

Bevor wir die Determinante F bestimmen, erörtern wir 
den Fall, in welchem r negativ ist und daher u^ nicht Null 
genommen werden darf. 

In diesem Falle dififerenzire man die Gleichung 

(9 b) l>v"+ (ff + a;)v + rv = f{x) 

i/-mal, so dass entsteht 

pw"+ (3 + «;)«;'+ (r + v)w = ^yfi^)^ 
wobei 



w = 



dx""' 



und wähle für v diejenige positive ganze Zahl, welche dem 
absoluten Werthe von r unmittelbar folgt. Die letzte Diffe- 
rentialgleichung kann nun so, wie Gleichung (9b) behandelt 
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werden; zuletzt hat man, um v zu erhalten^ noch eine i/-fache 
Integration vorzunehmen. Ausserdem ist auch zu beachten^ 
dass der Determinante F(t4) der Factor W^ ertheilt werden 
muss, weil die Functionalgleichungen 

I e"^ F(u)dti = f(x) und i e^u''F{u)du = —J{x) 

«/ «/ dx 

correspondiren. 

Stellen wir nun die einzelnen Ausdrücke zusammen, so 
erhalten wir als Supplementintegral der Differentialgleichung 

(9a) a^z'+ (ai + b,x)/+ {a^ + h^x + CqX^)0 = f(x), 

falls r positiv ist, folgendes: 

= e-^*'-^ TL-^e"^^"^ F(u) ' fe'^u'-^e'^'^ duldu, 
und, falls r negativ ist: 

Xo Ui 

r + i;>0,- 

und in beiden Integralen bedeutet F die Determinante der 
Gleichung 



w« 



««1 
Um F zu bestimmen, wende man sich vorerst an die 
Gleichung 

«7 



/ €^F{\i)du = xf^"^^. 



Ui 

Man findet für diese die Determinante, wenn man die bekannte 
Identität / 



j er^^dto = y% 



mittelst 



-00 



0} 



(u — Z) — 2xa; 



, x^O 
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transformirt; es entsteht nämlich 



*^ (u-;i)* 






Ml 

Wj = — ooj/x , Wg = -|- oo)/;«. 

Nach einem früher aufgestellten Satze (vergl. Abschn. C) 
ist nun unmittelbar 



«'^ /- D« 






Ml 

weil die Bedingung 






^ix ß 4x 



= 

erfüllt ist. Natürlich muss \i positiv und ganzzahlig und jc 
von Null verschieden sein; beides findet für unsere Unter- 
suchung statt. 

Hat man daher die Determinante zu bestimmen in 

so beachte man, dass 






Mx 



Ml _ 

% = — 00]/x, ^2 = + <^V^^. 

Mithin ist die zur Fonct. gen. 

fix) = (B, + B,aj)e-^^ 
gehörige Determinante 
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dieser Ausdruck wäre an Stelle von F in die Supplement- 
integrale einzuführen. 



Für die bisherige Integration war vorausgesetzt, dass 

denn andernfalls könnte man die Grösse X nicht bestimmen 
und überhaupt der Gleichung (9 a) nicht die Form (9 b) ver- 
leihen. 

Sollte aber i^ — 4%^ = 0, d. h. 

h-^ — Aü^Cq = 

sein, so setze man von vornherein A = 0, man transformire 
also die Gleichung (9 a) mittelst 

und wähle x so, dass, wie früher, 

4a2«^ — 2\x -\- Cq = 0\ 
dadurch erlangt die Gleichung (9 a) die Gestalt 

(9c) p£ + afl + {r-\-x)v = (Bo + B,x)e'"\ 

Hierbei ist darauf zu achten, dass die Gleichung (9a) durch 
die Grösse 

6q — 2aiX 

dividirt wurde, welche von Null verschieden vorausgesetzt 
werden muss und darf, und dass wir diese Grösse in Bq und B^ 
eingehend denken. 

Setzen wir das Supplementintegral wieder in der Form 

v= I S(u) • / e"^ Vdu \du 

Ml Mo 

voraus, so entsteht nach Einführung desselben in Gleichung (9 c) 
J S{u)\ j {pu^+qu+r+x}e''''rdu\du={BQ+B,xy^^ 

Wi Wo 

Heymann, Studien. 13 
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oder 

js{u) r { e«* r] +j C'^ { {pu*+qu+ r) V— ^} dü\ du = fix). 



Ml Mo 



Wählt man V so, dass 

du 



{pu^+gu + r) F— J- = 0, 



also 






und bestimmt man u^ aus der Gleichung 



i> V = — oo 



so, dass 

dann bleibt zurück 



M2 

jS{u)^Vdu = f{x). 



Setzt man 

und lässt JP die Determinante von 



iX«^ 



bedeuten, so befriedigt der Ausdruck für v die Diflferential- 
gleichung (9 c); es ist also 

M2 M 

Ml Mo 

das gesuchte Supplementintegral von (9 c). ' 

Die Determinante F hat nach der vorigen Untersuchung 
(unter Berücksichtigung, dass X = 0) folgenden Werth: 



M» 



und die Grenzen sind, wie früher, 

% = — 00]/x, tt2 = -\- <X>YiC. 

Stellt man die Ausdrücke zusammen, so kommt man zu 
folgendem Schlussresultat: 
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Das Supplementintegral der Diflferentialgleichung 
(9 a) a^z' + («1 + \x)z + {a^ + \x + c^x^)z = Bq + B^x 
lautet, falls 

V — ^«2^0 = 0, 



F. Wiederholte Betrachtung der Differential- 
gleichung 

(1) (hy'+ («1 + 'biix^)y + K + \^ + %^^)y = ^; 

unter X eine ganze Function verstanden. 

Nachdem die Gleichung (1) wie in Abschnitt E dieser 
Studie auf die Form 

(la) «2^'+ («1 + h^)^+ K + \^ + ^0^)^ = ^0 + ^1^ 

gebracht ist^ kann man auf letztere auch das in Studie XY^ D 
besprochene Verfahren anwenden. Es ergiebt sich hierbei das 
Supplementintegral in ganz anderer Gestalt als vorhin, wes- 
halb wir auf seine Darstellung des Näheren eingehen. 

Aus Studie XV ist zu ersehen, dass die Integration von 
(la) in erster Linie auf die Gleichung 

<^oW''+ (&o + hu)W'+ («0 + a^u + ay) W= 

führt, und es ist seit Liouville bekannt, dass selbige durch 
die beiden Substitutionen 

W= e^'^^^^w und yw + * == | 

auf die einfachere Form 

d^w f.dw , - 

gebracht werden kann, unter a, /3, y, d, X gewisse constante 
Zahlen verstanden. Der letzten Gleichung genügt 

w=je ^ v^-^{y^e''^'{' y^^'^^dv, A > 0, 



sonach ist 



13* 
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Fuhrt man dieses in 



ux-ir I ff (ifi 



^ = f jj ß *^ ^' Wdu 

Ml 

ein und beachtet^ dass 

TJ^ = Cq, ^l = ^o + ^w, 

so erhält man das Supplementintegral der Gleichung (la) in 
der Gestalt 






Wi ü 

Als Grenzen für das erste Integral hat man u^ = 0; n^ ist 
die Lösung der Gleichung 

und es ist a zufolge der Bedeutung von a, wie man sich 
leicht überzeugt, immer eine von Null verschiedene endliche 
Grösse. 

Es bleibt noch übrig, die Grössen y^ und y^ zu bestimmen. 
Sie sind definirt, wie früher gezeigt worden ist, durah 

und im vorliegenden Falle ist 



"^ t,* 



/; {li) = e^-'+l'-Jv'-' e 2 +'^^"+'^^ dv 





oo 



/■(„) = e««'+/»''/V-ie "2 "^'"^"^dv 





woraus unmittelbar folgt 

















so dass also für y^ und y^ folgende Gleichungen gewonnen 
werden: 
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^^1 



Qn 



00 

- I-^ 



00 





H 2 ^'[B^+B,{ß-yv))dv 



U ^'^'\B,-\-B,(^(i^yv)\dv 



• , A > 0. 



Die Constante q ist zu entnehmen aus 



z du 



fi(u)f^{u) — /;'(w)/i W = Qe 

worin für ii irgendwelcher specieller Werth gesetzt werden 
darf. Für w = ergiebt sich 

P=/i'(0)f.(0)-A'(0)/i(0), 
oder nach Einführung der betreffenden Integralwerthe 



Q = y 



00 





^e ^ dv • 



CO 





- l- --dt, 



lg 2 



dv 



d. h. 



<» _2 00 

J'* £2 A /• 

v^e ^ dv ' I v^~~ 

V. 



1^ 2 ^ 



d«; 



«. = y.2^-ir(4^)r(4).ei'"*), 

oder auch, weil nach Gauss das Product der Gammafunctio- 
nen durch (27t)^ • 2i~"'^r'(A) ersetzt werden kann, 

Q = yY2icr(k)ei^\ 

Sollte A < sein, so hat das für w aufgestellte Integral kei- 
nen Sinn; alsdann ist aber folgender Ausdruck brauchbar: 



dx • x" 



*) Dies Resultat folgt, wenn in der yon Abel aufgestellten Formel 

00 00 

, I ßax-x- ^^ . ^a-1 . ß-ax- 

»'■("4-'),^(f)'^-r. \ 



folgende Buchstabenveränderung vorgenommen wird: 

}/2 

Man vergl. Abel, Sur quelques integrales di^finies; Crelle's Journal 
Bd. II. 
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SP t>* 





wobei V diejenige positive ganze Zahl bedeutet, welche dem 
absoluten Werthe von A folgt. 

Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, dass 
y ^ 0, denn andernfalls konnte die Substitution 

yw + d = S 

nicht gebraucht werden. Nun besitzt aber y in den ursprüng- 
lichen Coefficienten ausgedrückt folgenden Werth: 

I 

und dieses verschwindet, wenn 

h^ — ^a^c^ = 0. 

In diesem Falle kann man aber die Grössen a, ß, y und 8 
so bestimmen, dass sich die Gleichung 

Co W'+ (&o + \ti)W+ («0 + a^u + OaW^) W= 

vermittelst der Substitutionen 

W= e«"'+/*" und yw + * = | 
vereinfacht in 

und dieser genügt 



^ t>» 





wenn 

n + ^2 + n = 
und £i, «2; *8 ^^® Wurzeln der Gleichung 

m 

sind. Nunmehr ergiebt sich für z ähnlich wie voi'hin 



"» ,-? .' 



;s; = -^ /c*«H-«'"M-/J'«*r/e s^^J^^^ 



Ml 

wobei 

« = 3 



fi'=2(y»^»c**'^'"^^0; 



«==1 
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Ui = Oy und Wg aus der Gleichung 

aV = -oo, (a = ^) 

folgt. Zur Bestimmung der Grössen y^, y^ und y^ dienen die 
Gleichungen 

n + ^2 + ^3 = 
und 

Nach Einführung der Grenzen und des Ausdruckes 



lauten die letzten beiden Gleichungen 

/'(0) + M0)= iio\ 

wenn f{u) das Integral w für | = yt* + d vorstellt, so dass 






Cß 



/'(O) = J e » { ri «1 ^*'''^ + ^2 h ^''^ + ^3 «3 e*'"^ } ^^; 





00 








Setzt man zur Abkürzung 



^ t>» 



£jfc/a ^ dv = Sjfc, A; = l,2, 3, 



dann ist 
/•(O) = 51^1 + 52^2 + s^ys, f(0) = y (s/y, + s^'yi + s^y^ } , 

wobei die Ableitungen der s nach S zu nehmen sind, und 
nunmehr lauten die Gleichungen zur Bestimmung von y^, y^ 
und yg folgendermasseu : 

^1 + ^2+^8= 0, 

^1 ^1 + «2 ^2 + «3 ys = — -Bi, 

5/yi + Sg'yg + S3>3 = (-^0 + ßi^i)'- y. 

Es ist bemerkenswerth, dass sich die Hauptdeterminante 
dieses Gleichungssystems auf eine Zahl reducirt, welche von 
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dem Integralparameter d ganz unabhängig ist. Man kann 
nämlich zeigen^ dass 

111 

Si $2 «3 =( ly^ '27tk. 

Si $2 S^ 

Da diese merkwürdige Integralbeziehung sich allgemein für 
eine Determinante höheren Grades aussprechen lässt, so wollen 
wir die Transformation an einer solchen zeigen. 
Wir behaupten, dass die Determinante 

I 1 1 ..• 1 

I «1 S2 " ' Sn 



Jh-2) c(«-2) . 
1 "^2 



. üin-2) 
n 



in welcher Sk durch das bestimmte Integral 



« »» 






Sk 



-.,f--*-a.. (r-£5). ..>2 



definirt ist und s^ bis «» die Wurzeln der Gleichung b^-\- k^=0 
bedeuten, eine gewisse von x unabhängige Constante ist. 
Bekanntlich genügt der Differentialgleichung 

r + XXS = 

das Integral 

s =^ CkSk, wenn ^ C* = 0. 

Lässt man die letzte Bedingung fort, so stellt der Ausdruck 
für s das Integral der Gleichung 

d 



dx 



R ^ I 1 1 d^s , . ds , . ^ 

Ux""-^ ^ J dx""^ äx^ 



dar.* Nach Abel besteht nun für eine Differentialgleichung 
Z,s(-) + Z,_is('»-i) + . • • + X^s'+ X^s = 0, 

deren particuläre Integrale s^ . . . Sn sind, folgender Deter- 
minantensatz : 



nicht homogener Differentialgleichungen. 
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Sn 



Mn—1) q(n—l) . . . o(n— 1) 



Qe 






wobei Q eine von x unabhängige Integrationsconstante be- 
deutet. 

Für die vorhergehende Differentialgleichung ist Xn^i = 0, 
daher reducirt sich die rechte Seite der letzten Gleichung auf (). 

Weiterhin ist 



d. h. 



00 ptl ' ?* 

(n-1) =: ßn I ^ n ^n— 1 ^|; __ ^ I gf^oa? 





n 






s(«-i) = — A(l + a;5*), (Ä = 1, 2, . . . n). 

Führt man dies in die letzte Detei-minante ein, so zerfallt 
dieselbe in die Summe zweier, von denen die eine identisch 
verschwindet, während die andere den Factor -— X ausscheiden 
lässt, welcher in q eingehen möge; man erhält also 



Sa 

i 
S 



n 



e(n-2) c(n-2) . . . o(n— 2) 
12 n 



= Q 



11 .-• 1 

und dieses ist nichts Anderes, als die zu bestimmende Deter- 
minante. Um Q genauer zu fixiren, sei o; = 0, dann wird 



und man bemerkt, dass in der Determinante für q 
die erste Horizontalreihe den Factor w" ^\) ausscheiden 

2 

„ zweite „ „ „ n^~* r(^) 

n — 1 

die (w — 1)*^ Horizontalreihe den Factor n '» r\^-\ ausscheiden 
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lässi In der Determinante verweilen daher nur die ent- 
sprechenden Potenzen von s^ bis a», und vor dieselbe tritt 
der Factor 



'-"^ HL) r{i) ■ ■ ■ r{^) 



Das Product der Gammafunctionen kann nach dem Theorem 
von Gauss noch durch 



n—l £ 

2" 



{27t) 2 n 



ersetzt werden, und weil 



Si €2 



'H 



pTl—l pU—l 



:«— 1 
'n 



n{n — l) n n—l 

= (-1)~^~w^A"2", 



so erhält man schliesslich 



n (n—l) 



n—l 



() = (— 1) ^ (2;rA) ^ . 

Der Fall w = 3, welcher uns anfänglich beschäftigte, liefert 
hiernach 

() = (- lf2nk, 

wie bereits angegeben wurde. 



Studie XVII. 

Supplementintegrale linearer simultaner Differential- 
gleichungen. 

Anknüpfend an Abschnitt E in Studie XV wollen wir 
auch einige Bemerkungen über die Supplementintegrale linea- 
rer simultaner Differentialgleichungen machen. 

Ein Fall, in welchem die Integration vollständig durch- 
geführt werden kann, ist folgender: 

dy^ dy^ ^Vn dx 



(1) 



X,-N, 



N^ 



n n 
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wobei die Functionen X, X^^ . . , Xn, nur von x abhängen 
und die N lineare homogene Ausdrücke der abhängigen Va- 
riabelen sind 

Nh = ahiyi + ah2y2 -\ h (^hnyn- 

Sind Xi bis Xn ganze Functionen und übersteigt X den ersten 
Grad nicht, so sind sämmtliche Supplementintegrale des Sy- 
stems ganze Functionen. 

Ein zweites Beispiel ist folgendes: 

Sind hier X und X' ganze Functionen, so sind es auch die 
beiden Supplementintegrale. Ist etwa 

^ = ^0 + -^IJT +-^221; X ^Aq-}- Ai — 'h ^ ^y 

so lauten die Integrale 



V . 



(3) y = yi + ni + n^+p^, ^ = ^i + w'+w'-,+/2-f, 

wo 2/i und 0^ die Integrale des reducirten Systems vorstellen 
und die Coefficienten m, m etc. aus folgenden Gleichungen zu 
berechnen sind: 

(2B+E)p + l2D + F)p' = A, 

(2B'+E')p+(2D'+r)p = A^ 

{B + E)n + {B+F)n+Ap + Cp=^A^ 

{B'+E')n+{D'+r)n+Äp+ap = A; 

Em + jPm'+ An+ Cn = Aq 

Em+rm+Än+C'n=A^' 

Wenn die zweiten Theile des Systems beliebige Functionen 
der unabhängigen Veränderlichen sind, so ist die Herleitung 
des Supplementintegrales mit grösseren Schwierigkeiten ver- 
knüpft. Wir beschränken unsere Betrachtungen deshalb auf 
ein System von zwei Gleichungen. 
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Dirccte Integrationsmetliode für ein System von zwei simaitanen 
linearen Differentialgleichnngen erster Ordnung. 



(4) 






> • 



A. Die Coefficienten seien beliebige Functionen von^*. 
Wir substituiren 



(y) 






(«) 



ip) 



und bestimmen die Functionen ^j, ^2 ^^^ ^ ^O; ^'^ss die 
Gleichungen (a) und (^) identisch werden. Diese Gleichungen 
verwandeln sich in 

+<)pr+(2>i+gi)£+x,=o 

Zur Identität gehört 

*i +i?i + 2i = ^2 +i>2 + 9^2 

9^l' + i?i^l + ^1^2 = 9i^2+P2tl + ^2*2 
(i>l+^l)g + ^l = fe + «2)e+X, 

und hieraus ergiebt sich 

wobei zur Abkürzung 

(j?2'-Pi) + (S2 — Qi) = ^ 

gesetzt wurde. Nach Einführung dieser Werthe gehen beide 
Gleichungen (a) und (ß) über in 

W fo<p'v"-i- fi H+ f,n + x^ = 0, 

WO sich die Coefficienten f^j fu (2 ^^^ ^0 ^^^ selbst ergeben. 
Lässt sich diese Gleichung vollständig integriren, so sind 
dann die Ausdrücke unter (y) das vollständige Integralsystem 
der Gleichungen (4). 
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B. Die Coefficienten 9, p, q seien ganze Functionen. 

Sind p^f Qu P2J Q2 ^^^ 9 ganze Functionen, so sind auch 
die Coefficienten /Jj, f^ und ^2 ^^r Gleichung (d) ganze Func- 
tionen*), und dann lässt diese Gleichung eine wesentliche 
Beduction zu. Man kann sie nämlich so transforiniren, dass 
ihr homogener Theil 

den Factor q) ausscheiden lässt, mithin der Coefficientengrad 
der reducirten Gleichung um den Grad von q) niedriger wird. 
Sei q) vom w*®" Grade, 

q) = c[x — 0(^ — «2) • • • (^ — *»); 
dann setze man 

unter G eine Function (n — 1)*®"* Grades 
verstanden. Nun geht die Gleichung {S) über in 



9%'^ + 9{2UG + fAt 



> J <p 



+ { 9^Ö' + UG^-\- (/; - 9'/;)6? + f^}w-{-X,eJ9 =0, 
und soll der homogene Theil durch q) theilbar werden, so muss 

foG' + {fi-9'QG + f, = ^ 
sein für jeden der n Werthe 

Löst man die quadratische Gleichung für G auf und be- 
zeichnet eine der beiden Wurzeln mit G(x)^ so hat man zur 
Bestimmung der n Coefficienten ^^ bis ^n— 1 ebenso viele lineare 
Gleichungen der Form 

9o + ^i9i + £i^92 -\ 1- «rV«-i = G(f,). 

Nach dieser Transformation vereinfacht sich die letzte Diffe- 
rentialgleichung zu 



*) Man hat sich die Gleichungen (a) und (ß) mit ^* = /^ multi- 
plicirt zu denken. 
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Die Function F ergiebt sich durch die Division von selbst; 
sie ist mindestens vom (w — 2)*®^ Grade*). 

C. Die Function O* reducire sich auf eine Constante. 
Die Substitutionscoefficienten 

welche in die Differentialgleichung (d) eingehen, erhöhen diese 
bezüglich des Grades der Coefficienten hauptsächlich infolge 
Auftretens der Grösse 

Es verdient daher der Fall %' = consi, in welchem diese 
Grösse verschwindet, besondere Beachtung. 

%' wird zu einer Constanten, ^ wenn sich in 

^ = (j>2— Px) + {^2 — ad 

die Coefficienten gleicher Potenzen von x gegenseitig auf- 
heben**). Man kann aber auch in anderer Weise die gewünschte 
Constanz herbeiführen. 

Setzt man in dem ursprünglichen Gleichungssystem 

W 9^ sl +i^iy + ?i^ + ^1 = 

(^) ^ 55 +-^22/ + 9^2^ + ^2 = 

ftt/i an Stelle von y^ unter ft eine unbestimmte Constante ver- 
standen, so entsteht 



*) Wir haben diese Transformation bereits in Studie III mit- 
getbeilt; bier musste sie des Zusammenbangs wegen kurz wiederholt 
werden. — An dieser Stelle ist aucb des Falles Erwähnung gethan, in 
welchem gewisse der Wurzeln b^ einander gleich sind. 

**) Der Fall '9' = bildet eine leicht zu erledigende Ausnahme. 
Subtrahirt man nämlich dann Gleichung (ß) von (a), so erhält man 
wegen 

Ö'i - & (jPi — P2) 

eine Gleichung, die folgendermassen geschrieben werden kann: 

9 g^ (2/ — ^) + (i?i - Pt){y -z) + X^-X^^O, 
und nun kann die Integration in einfachster Weise vollzogen werden. 
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('^') ^ S + -Pi2/i + (ffi : ^)^ + ^1 : ^ = 

Es stehen daher jetzt an Stelle der Buchstaben 

y ix i>2 ^1 
die anderen: y^ 2i • f* jP2f* ^i • f* 

Mithin ist für das jetzige System 

^ = lj>2f*' + («2 - l>i)f* - ffJ • f*; 

und damit dies constant sei, müssen die Functionen j)i,|)2, ^j 
und $2 specieller, nämlich folgendermassen beschaffen sein: 

i>i = «1 + \P{^) + 3(^)> i>2 = 0^2 + i5>2i'(^) 

2i = «1 + /5ii>(^); «2 = «2 + /52l>(^) + Ö'(^)J ' 

wo p{x) und g(ic) beliebige Functionen sind. 

Die Grösse ft muss sodann an die Bedingung 

&2^' + (i»2 - 6l)^ - ft = 

geknüpft werden, die Constante %' erlangt den Werth 

und weiter hat man 

^i=(M2 — 2i)-f*; ^2= — 0*i>2— 2>i), g = (Xi— ftZ^):^^'. 

Folglich lauten die Substitutionen (y) unter Beachtung, dass 



^ = ^9^:7^ + (^«2 — ii)v + ^t 



und 9^ endlich ist das vollständige Integral der Gleichung 

in welcher 

^ = l> fi = 9+Pi + a2y f2 = 9(jPi — m) + (PiQ2—P2Qi)> 

^ = 95'+ (^i>2 + Q'2)5 + ^2- 

Die Differentialgleichung (d') ist im Falle ganzer Functionen 
wieder zu transformiren durch 
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f- 



dx 



rj z= we* 
und die Bestimmungsgleichung für G ist 

ö' + (Pi + a2)G + GPi^a - P2Q1) 



= 0. 



(5) 



D. Vollständiges Integral von 

{a + hx + cx')^/^+{a, + h,x)y + {a, + ß,x)0 + X,=O 

{a + hx+cx^)^ + {a2 + h^x)y + {a^ + ß^x)0+X^=O 

Man setze in der vorigen Untersuchung (C) 

p(x) = x, q{x) = 0, 
so dass man hat 

Pl = ^l+ \^7 1^2 = <^2 + *2^; 
Ö'l = «1 + ßl^, 9^2 = «2 + ß^^' 

Hierauf berechne man fi aas 

hC'' + (ft - ^);t - A = 

und 0" mittelst 

^ = [ag^^ + («2 — aj)^ — ofj : /x. 

Man wende sich nun an die Differentialgleichung 

h + 2cx 
(a + 6a; + cx^^rC-^- (a + 6aJ + cx^) 



+ 



+ a^ + \x \ri 

l+«2+/52^ 

{a-{-lx + cx^)(hi — inh^) 
+ {a,+\x)(cc,-\-ß^x) 



ri + X,= 



dx 



und transformire dieselbe mittelst 

r 9-\-hx 

SO dass entsteht 

g J a'\-bx-\-cx'^ 

(a + 6a; + ca;2) m;"+ (« + /3a;) w;'+ y w; + X^ a + hx+cx^ ^ ^' 

Die letzte Gleichung integrire man in der Weise, , wie in 
Studie XV die Differentialgleichung der hypergeometrischen 



g-\-hx 



dx 
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Functionen mit zweitem Theile integrirt worden ist (ohne 
Variation der Constanten). 

Das Integral des vorgelegten Gleichungssystems wird 
vermittelt durch 

y = ^(a + hx + cx^) 5I + { ^(«2 +'ß2^) - («1 + ßi^yiV 

0=. (a + bx+cx^)^ — {ii{a^+hx) — (a, + b^x))ri 

+ (Zi — 11X2)1(1^' 
Mit den Gleichungen (5) sind nun auch die Gleichungen 

integrirt. X und X' können beliebige Functionen sein. Sind 
dieselben ganz, so ist es für die Einfachheit der Rechnung 
wesentlich, die Supplementintegrale, weiche ganze Functionen 
sind, zu bestimmen, bevor man die Gleichungen (2) nach 

-^ und 3- auflöst. 
dx dx 

Diese Auflösung kommt nicht in Frage, wenn 

(A'^Bx)p-'^Ey +¥0-^X^0 
(2a) 

dx 



{Ä+ Sx) ^ + (C'+D'x)§| + Wy+r^^^^X'] 



(C'+ LTx) ^ + E'y+ F'0+ X'= 



vorliegt. Um diese Gleichungen auf dem vorigen Wege zu 
integriren, multiplicire man die erste mit (7'+ IXa;, die zweite 
mit A -{- BXj dann erhält man Gleichungen der Form 

s 

9^+Piy + «1« + ^1 = 0, 9, |i +2,2^ + q^z + Z2 = 0, 

und es ist speciell 

q, = (A + Bx)(C'+ l/x), 
p, = EiC'+ Hx), q, = F{C'+ Bx), 

p^ = E\A + Bx), q, = F{A + Bx). 

Da jetzt 

Prq,-p,qr'=(EF-E'F),p, 

so wird die Gleichung für ly besonders einfach, nämlich 

Heymann, Stadien. 14 
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9V"+(.'P'+Pi-hS2)v'+ { (p^-m')+iEr-E'F)}ri+ ^ =0, 

und die Reduction mit Hilfe der Exponentialgrösse fällt 
hier weg. 

Endlich sei noch ei:wähnt^ dass auch das System 

insofern es auf (5) zurückkommt, vollständig integrirt werden 
kann. 

Zusätze. 

In den letzten drei Studien haben wir gesehen, dass sich 
die Supplementintegrale der linearen Differentialgleichungen 
in bedeutend einfacherer Weise aufschreiben lassen, als dies 
nach der Lagrange'schen Methode der Variation der Con- 
stanten zu erwarten stand. — Da nun das complete Integral 
einer nicht reducirten Differentialgleichung als das Integral 
einer reducirten Gleichung von höherer Ordnung angesehen 
werden kann, so ist nunmehr auch für die Integration ge- 
wisser linearer reducirter Gleichungen ein Vortheil ge- 
wonnen. 

Nehmen wir an, es sei vorgelegt 

(1) (pn(x)y^'') + (pn-^i{x)y^^^^ H 1- 9i{^)y + 9o(^)y = ^t 

und es bedeute z das vollständige Integral der Gleichung 

(2) il^m{oo)is^"^) + t^^iix)^^-'^^ h ti{o(i)/+ to{^)0 = O. 

Substituiren wir den Ausdruck für is aus (1) in (2), so entsteht 
(3)/(„^^)(a;)2/<•»^-)+/•(,H^^(a>)J^'»4--l)+...+^,(a;)j^+/ö(a^^ 
Ist nun 

y = «is/i + «2^2 + • • • + «»y» 

das vollständige Integral der reducirten Gleichung (1), 

das vollständige Integral der Gleichung (2), und sind g^, 
gg, . . . §wi die zu ;2fi, iSfgj • • • ^m gehörigen Supplemente der Glei- 
chung (1), so ist, wie ohne Weiteres einleuchtet, 

y = CCiy + «2^2 H 1- ^nyn + ASl + /S2 52 H H ßmtm 
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das vollständige Integral der Gleichung (3). Diese Gleichung 
ist eine reducible und hat mit der reducirten Gleichung (1) 
n particuläre Integrale gemein*). — Kennt man sonach die 
vollständigen Integrale von (1) und (2)^ so kann man auch 
das Integral von (3) angeben. — Sollte (3) einen zweiten 
Theil = X besitzen, so würde auch (2) ebendenselben 
zweiten Theil haben; man hätte dann von (2) ein Supple- 
mentintegral aufzustellen und dieses bei der Integration von 
(1) zu berücksichtigen. 

Analoge Bemerkungen gelten für lineare simultane Difife- 
rentialgleichungen. Man kann auch hier die Integration ge- 
wisser Dififerentialgleichungen höherer Ordnung abhängig 
machen von nicht reducirten Gleichungen niederer Ordnung. 
Sei vorgelegt 

(a) ^+Pxy + ii^ = V 

(b) ■£+P2y+'i2^=t 

und seien rj und g Functionen von x, definirt durch die Glei- 
chungen 

(«) 5|+%^ + Wie = 

iß) ^ + ni,v + n,t = 0] 

Substituirt man die Ausdrücke für ly und g aus (a) und (b) 
in (a) und (ß), so entsteht 

Ist nun 

das vollständige Integralsystem der reducirten Gleichungen 
(a), (b), 

das vollständige Integralsystem der Gleichungen (a), (/}), so 

*) Vergl. Königsberger, Allgemeine Untersachangen aus der 
Theorie der Differentialgleichangen, 1882, § 4. 

14* 
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besitzen die nicht reducirten Gleichungen (a), (b) ein Inte- 
gralsystem von folgender Gestalt: 

und dieses ist zugleich das vollständige Integralsystem der 
Gleichungen (A, B). Das System (A, B) hat mit dem redu- 
cirten System (a, b) ein Integralsystem erster Ordnung ge- 
mein; es ist also ein reducibles. — Sollten die Gleichungen 
(A) und (B) zweite Theile besitzen^ so kommen dieselben 
zweiten Theile den Gleichungen (a) und (ß) zu. Man hätte 
in diesem Falle noch die beiden Supplementintegrale der 
Gleichimgen (a) und (j8) zu bilden und diese bei der Inte- 
gration des Systems (a, b) zu berücksichtigen. — Liegen 
Systeme mit beliebig vielen linearen Gleichungen von beliebig 
hoher Ordnung vor, so ändert sich in der Art und Weise 
der Schlüsse nichts Wesentliches. 

Die letzten beiden Studien erschienen unter dem gemeinsamen Titel 

„Ueber die Integration linearer, nicht homogener Differentialgleichungen'* 

in der Zeitschr. f. Math. Jahrg. XXX u. XXXU. 



Drittes Kapitel. 

Transcendente Auflösung von algebraischen Gleichnngen 
nnd Theorie der Differentialresolventen. 

Studie xvin. 

Ueber die Integration der Differentialgleichung 

mit Anwendung auf die Theorie der trinomischen 

Gleichungen. 

Im 3. Bande der Mathematischen Annaleu hat Herr 
Spitzer darauf aufmerksam gemacht^ dass sich Gleichungen 
der Form*) 

dx'^ da^ ' 1 drc ' 0^ 

mittelst bestimmter Integrale integriren lassen. 

Auf Gleichungen von eben dieser Gestalt kommt man^ 
wenn man jene Differentialgleichungen aufsucht, denen die 
Wurzeln der trinomischen Gleichung 

yn ^y (W — V)X = 

genügen. Geht man zunächst von den Fällen « = 3, 4, 5 aus, 
so erkennt man sehr bald, dass folgendes allgemeine Resultat 
besteht: 

Sämmtliche Wurzeln der trinomischen Gleichung 
n*®" Grades 



''') Diese Gleichung ist von der in der Üeberschrift citirten nicht 
wesentlich verschieden. 
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j/*» — ny — (n — l)x = 
genügen einer linearen Gleichung (n — 1)*®' Ordnung 

und diese Differentialgleichung lässt sich anderer- 
seits auch durch bestimmte Integrale der Form 

y = I q>(u)f(ux)du 

Ml 

befriedigen. Man kann mithin sämmtliche Wurzeln 
der trinomischen Gleichung durch jenes Integral in 
geschlossener Form dai^aiellen und schliesslich auf 
diesem Wege bis zu der Entwickelung in Reihen vor- 
dringen. 

Wir werden diesen letzten umstand in Kürze berück- 
sichtigen, weil sich sodann — falls die Reihen convergiren — 
die in Frage kommenden Iritegraltranscendenten als brauch- 
bare Ausdrücke legitimiren. 

Bevor wir jedoch zu weiteren Entwickelungen übergehen, 
müssen wir auf die einschlägigen interessanten Untersuchungen 
einiger englischen Mathematiker aufmerksam machen. 

In the Quarterly Journal of Mathematics, Vol. V, hat 
Herr Harley unter dem Titel „On the Theory of the Transcen- 
dental Solution of Algebraic Equations" eine Arbeit publicirt, 
in welcher er durch Induction erschliesst, welche Form „the 
diflferential resolvent" (so nennt er die lineare DiflFerential- 
gleichung, welcher die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
genügen) für die trinomische Gleichung haben muss. -=- Den 
Beweis, dass Harley^s Resultat allgemein gültig ist^ hat 
Herr Cayley mit Hilfe des Theorems von Lagrange ge- 
geben. — Weitere höchst bemerkenswerthe Verallgemeinerungen 
hat Boole den Harley'schen Resultaten hinzugefügt. 

Schliesslich erübrigt es noch anzugeben, in welchem 
Verhältniss die vorliegende Arbeit zu den soeben citirten steht. 

Wir wollen in Abschnitt I zeigen, dass die Wurzeln der 
trinomischen Gleichung zunächst der zweigliedrigen DiflFerential- 
gleichung 
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dx^-"^ \ ^ ) ( -^\«-i 

d[x - ) 

genügeo, und dass sich diese leicht in Harley's Diflferential- 
resolvente umsetzen lässt. — Dass dieser Weg den Vorzug 
der Kürze hat, bemerkt man, wenn man auf Harley'a Original- 
arbeit zurückgeht. 

Unter Nr. ü wenden wir uns zu der in der Ueberschrift 
dieser Studie angeführten Differentialgleichung, von welcher 
die Harley'scbe ein specieller Fall ist, und führen den zur 
Zeit fehlenden Beweis, dass ihr thatsächlich die Spitzer'schen 
lutegralformen genügen. 

Unter Nr. III entwickeln wir jene Integrale in Reihen 
und untersuchen diese auf ihre Convergenz. 

Unter Nr. IV verknüpfen wir die allgemeinen Resultate 
aus II und III mit dem besonderen aus I, indem wir sämmt- 
liche Parameter und In tegrationscou stauten dergestalt speciali- 
siren, dass die aufgestellten Integraltranscendenten, resp. 
Reihen mit den Wurzeln der trinomischen Gleichung coin- 
cidiren. 

Unter Nr. V stellen wir sämmtliche Lösungen der trino- 
mischen Gleichung zusammen. 



I. Differentialgleichungen für die trinomische 

Gleichung. 

Die trinomische Gleichung 

(1) js« — ajEi — 6 == 

kann immer auf die Pundamentalformen*) 

(la) J/"* — **y — (»^ — 1)^ = 

und 

(Ib) 12" — n^ti — (w — 1) = 

gebracht werden, in denen x, resp. | als Parameter anzusehen 

*) Vergl. D. BesBO: „Sopra una classe di equazioni trinomie/' 
Reale accademia dei lincei, 9. Nov. 1884. 
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sind, und die letzten beiden Gleichungen stehen in folgendem 
analytischen Zusammenhange 

(2) x = ^ «-i, y = V^ '*^, d.h. | = a; "" , v^yx "". 

Wir bemerken vorab, dass es die später zu erledigenden 
Fragen über Convergenz der Reihen bedingen, wenn wir die 
Gleichung (1) in zweifacher Form betrachten. 

Die Fundamentalformen genügen nachstehender Differential- 
gleichung 

(3) r»»"-^ T=l ) — ^ 1, n>2, 

was sich auf folgende Weise zeigen lässt: Es folgt aus der 
zweiten Fundamentalform bei Benutzung einer von Herrn 
Schlömilch aufgestellten Formel*) 



<r ^71 T\n—2\ A Q ^ '»— 1 






iv + qT - (w - 1) 






niri + q) 
und substituirt man hierin rückwärts für |, i^ die Variabelen 

X, y nach Massgabe von Nr. 2 und setzt q = y ** ^, so kann 
man schreiben 

^gn-i \ n J l\(y+a)«-w(2/+<y)~(w-l)aj/ ^^ ' ^ l a=o 

Aus der ersten Fundamentalform folgt, dass falls w > 2 

^li = I^ (yl) 

und wendet man auch hier die Schlömilch'sche Formel an 
(für /*=—), so ergiebt sich ohne Weiteres 

dx""-^ \\(y+a)''-niy+a)-{n-l)xJ ^^ ^ ^ i a=o 



*) Siehe dessen „Vorlesungen über höhere Analysis". Dort findet 
sich in dem Kapitel „Die höheren Differentialquotienten" folgende Formel 
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jn — 1 jn — 1 ^ 

Durch Vergleich der für — ^ und — ^ gewonnenen Aus- 

(«§ dos 

drücke gelangt man zu der unter der Nr. 3 aufgestellten 

Differentialgleichung. — Im Falle n = 2 tritt eine Ausnahme 

ein: die Differentialgleichung (3) ist dann nicht mehr homogen. 

Für die weitere Entwickelung ist es nothig, folgende 

Identität einzuführen, deren Richtigkeit durch den Schluss 

von m auf m + 1 leicht erprobt wird. Es ist für beliebige 

p und q 

wenn die a^ dadurch definirt sind, dass 

A-» - a;„_i A— 1 + ... + (— l)»»-ia^ A + (- ly-a^ = 0, 
Xx=p — {x—l)q] x = lj2,,..^m] Xm+i=p — mq, 

Je nachdem man nun die Differentialgleichung (3) nur 
in den Variabelen Xy y oder nur in |, 9/ schreibt und sodann 
die Formel (4) benutzt, erhält man als Differentialglei- 
chungen für die Fundamentalformen 
im ersten Fall 

/•=o 



(3 a) 





^(- l)'a.-A'=0, A«=jc^ - 1, X = 1, 2, ..., (n - 1); 



Vn— 1 

und im zweiten Fall 



/ . 1=0 



(3 b) 



^^=(-i)'^-52;a,-:^, K^. = l), 





2(-l)'«.^'"=0, A.=(«-.2)^^j + l, jc=l,2,...,(«-l). 

Vn— 1 

um fortan die letzten beiden Differentialgleichungen nicht 
getrennt behandeln zu müssen, wird es zweckmässig sein, die- 
selben, wenn möglich, unter, eine gemeinsame Form zu bringen. 
Wir erreichen dies, wenn wir die Gleichung (3 b) einmal nach 
I differenziren, denn dadurch fällt die Variabele | vor dem 
Summenzeichen fort. Die neue Gleichung ist von der n*®° 
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Ordnung, gehört aber der äusseren Erscheinung nach zu der- 
selben Classe von Dififerentialgleichungen als die Gleichung (3 a). 
Zwischen den neuen Coefficienten b und den alten a besteht 
folgender Zusammenhang 

bi = «f + Oi-i, 

was nichts Anderes bedeutet, als dass die neue algebraische 
Gleichung 

ausser den (n — 1) Wurzeln Ax == (ä — 2) _ + 1 noch 

die neue A» = 1 besitzt. Wir haben also folgendes Resultat: 
Sämmtliche Wurzeln der zweiten Fundamental- 
form genügen der Differentialgleichung: 



(3b') 



^ = (_ i)»-i y'ft, -ix , (6„ = 1) , 



t=n 


V 



2;i-l)%V^0, A,=(x-2)^+l, x=l,2,..,(n-l); A, = l. 



V n 



Soll das Integral der Gleichung (3 b') von dem der Gleichung 
(3 b) nicht verschieden sein, so muss die Forderung, dass 
^(«—1) mit I gleichzeitig verschwinde, beigefügt werden. 

IL Integration der aufgestellten Differential- 
gleichungen. 

Die soeben aufgestellten Differentialgleichungen stehen 
unter der gemeinsamen Form 

Im Falle m=l hat letztere nach Laplace folgende 
particuläre Lösung 



oo 






(6) y = I e " u^-^e'^^du, A > 0, 



wenn 

A^l — ^0 = 
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und 6 irgend eine Wurzel der Gleichung 

bedeutet. Setzen wir daher das Integral der Gleichung (5) 
in der allgemeinen Gestalt 



OD 



tt* 



(7) y = I e "^ u^-^fiux) du 



voraus y dann ergiebt eine einfache Rechnung, dass f von 
einer Differentialgleichung abhängt, die zu (5) in engster Be- 
ziehung steht; man findet nämlich für f die Gleichung 

und die A und jB sind in folgender Weise 

Ax = AjBx + ^x— 1, ^-1 = ^m = 

an einander gebunden. Dieser Coefficientenzusammenhang 
zeigt aU; dass die algebraischen Gleichungen 

Amll''^ - Am^ill^-'^ H 1- (- ly-^A^ll + (— 1)'" ^0 = 0, 

Bm-Ki"--' + (- iy^-'B,fi + (- 1)— 1 J?o = 

(fL — 1) gemeinschaftliche Wurzeln besitzen und der ersten 
überdies die Wurzel A zukommt. 

Indem man nun von dem Falle m = 1 ausgehend das 
Integral successive für ein allgemeines m entwickelt, gelangt 
man unmittelbar zu folgender particulären Losung der Glei- 
chung (5) 

00 

/u^ -4- • • • -f- M 
U^'-'-UrT e ''''""''-' du, "'dUm. 



Hierin bedeuten X, bis Xm die Wurzeln der Gleichung 

(10) A^l"^ - Am-iX-^' + ••• + (- ly^-'Ä.X + (— l)-^o = 0, 

während £, eine beliebige Wurzel von 

vorstellt. — Berücksichtiget man sämmtliche Wurzeln der 
letzten Gleichung, so gelangt man zu v wesentlich von ein- 
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ander verschiedenen Particularintegralen nnd hat dann ohne 
Weiteres für das allgemeine Integral 

(11) y=C,y, + C,y, + ... + C.y.. 

Das Integral (9) hat nur so lange einen Sinn^ als alle X, 
respective deren reelle Bestandtheile^ positiv sind^ und es wird 
daher für die Gleichungen (3 a) und (3V), bei denen Aj offen- 
bar negativ ausfallt^ nicht brauchbar sein. In jenen Fallen 
ist das Integral (9) zu ersetzen durch das äquivalente 

(9 a) yi=JXdXy 






X= le - w?-'...w^ ^^•"^••"'«'dw,..-rfw,„, 



und hier sind die neuen X um die positive Einheit grosser 
als die früheren. Es ist daher im Speciellen (bei Benutzung 
vou 9 a) 

für Gleichung (3a) Xx=x ; x = l,2,...,(n — 1), 

für Gleichung (3b')Ax=(x-2) ;^i+2; x=l,2,..., (n-1); A«=2, 
und diese Zahlen sind ausnahmslos positiv. 

III. ßeihentwickelung für die Integrale. 

Für die Beihenentwickelung erweist es sich als zweck- 
mässig^ wenn man die einzelnen particulären Lösungen auf 
die Form 

(12) yn = ifxdx, 




m . 



Ui '"Um 

_x=l 

V 



dUi"'dUm 



bringt*, das allgemeine Integral lautet alsdann 

(13) y =^Ehyh + ^> Eh = const., c = const. 



A=0 
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Entwickelt man die Particularlösung und beachtet die Gleichung 

«^ + A. = 0, 
so entsteht 

(14) yh= — ÄmPh^j^^:y^,+ÄmPh+v^j^_^^_^\y 

wobei 

(15) p._^r(iJ^)r(iL±i)...r(^), 

d = — [Ai + • • • + Am — w(i/ — Ä)]. 

Man bemerkt, dass 

(16) Pn+. = (A, + Ä) . . . (Xm + h)P,, 

und diese letzte Relation dient zur successiven Berechnung 
der P. 

Die Reihe für j/ä convergirt, wenn v > m, für jedes end- 
liche X, Ist i; = w, so lautet die Convergenzbedingung 

•^m^ "^ 1» 

Sollte aber AmX^ = 1 sein, so ergiebt sich leicht als weitere 
Bedingung 

»» + 3 h + ' ' ' + K 



m 



>1. 



Da alle diese Bedingungen unabhängig von h sind, so er- 
strecken sie sich auf das gesammte Reihenaggregat (13). 

Es erübrigt noch ein Wort zu sagen, wie diese Be- 
dingungen für die besonders in Frage kommenden Reihen, 
welche zu (3 a) und (3 b') gehören, lauten. 

Bei Gleichung (3 a) ist 

Bei Gleichung (3bO ist 

Es wird daher in beiden Fällen 

m -f 3 ^1 + • • • + ^m 3-^1 

~2~" m "= Y ^ ^• 

Hiernach ergiebt sich folgendes Resultat: 
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Wird das Reihenaggregat (13) in das Integral 
der Gleichung (3a) specialisirt, so convergirt es, wenn 

und wird es andererseits in das Integral der Glei- 
chung (3b') specialisirt, so convergirt es, wenn 

Da überdies die Variabelen x und | durch die Gleichung 

an einander gebunden sind, so existirt unter allen Umständen 
eine convergente ßeihenentwickelung für die in Rede stehenden 
Integrale. 

IV. Bestimmung der Integrationsconstanten. 

Wenn von der Differentialgleichung (5) ausser dem all- 
gemeinen Integrale (13) ein algebraisches Integral F{x, y) = 
bekannt ist, so wird man — indem man jene beiden Integrale 
durch gehörige Bestimmung der willkürlichen Constanten zur 
Coincidenz bringt — eine Auflösung der algebraischen Glei- 
chung in transcendenter Form gewinnen. Zu diesem Zweck 
ermittelt man aus F = die zu x = gehörigen Werthe 
von y, y\ . . ., yW; bezeichnet man sie durch «q, a^, . . ., «y und 
beachtet, dass aus (13) 

(y(A+l)) EUmPä 

folgt, SO hat man für die Integrationsconstanten 
(17) E^ ^, h==0,l,...,(y-l). 

m h 

Die Gonstante c in (13) ist so zu wählen, dass y «= «q, wenn 
a; = 0. 

Wir wollen diese Constanten für die Integrale der Funda- 
mentalgleichungen genauer fixiren. 

Aus 
(la) y" — ny — (w — l)x = Ö 

folgt für a; = 

n-l 

y = und y = yn. 

Wird die erste Wurzel in Betracht gezogen, so verschwinden 
alle a you Uq bis a„_i mit Ausnahme von 
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n — 1 



a 



1"" n 



folglich verschwinden auch alle Gonstanten E mit Aus- 
nahme von 

(18) J^o = - T^ = (- 1)" (« - 1)^«~ ^ i^^f ^- 

Wird hingegen eine der übrigen (n — 1) Wurzeln verwendet, 
so ergiebt sich 



n — 1 1 n — 1 



(19) Eh = (— l)«+H-i(n - 1) 2 w 2 (2;r) ^ , 

Ä = 0, 1, . . ., (n — 2). 

Bei der zweiten Fundamentalform 

(1 b) 1^*» — n|i2 — (w — 1) = 

ergeben sich für | = die zugehörigen n Werthe von rj in 
der gemeinsamen Form 

rj = Yn — 1 , 

und man findet nach entsprechender Ausmittelung von a^-^i 
und Pa 

(20) Ej, = (- l)»+A-i (n — 1)- ^ w^ . 2 (2 tc)" '^ sin ^^ tc, 

Ä a= 0, 1, . . ., (W 1). 

V. Auflösung der Fundamentalgleichungen. 

Durch Verbindung der bisher gewonnenen Resultate ge- 
langt man zu folgendem Endergebnisse). 
A) Das Integral 

f OD 

y» n — 1 I I . n — 1 



• [e'""-«"-!*^ 1- e'»-i«i-»»-i*] ^Mj . . . du 



n — 1 



+ C 



''') Eine ausführlichere Daxstelluiig findet man in der Abhandlung 
d. Yerf. „Ueber die Auflösung gewisser algebraischer Gleichungen 
mittelst Integration von Differentialgleichungen*'. Zeitschr. f. Math. u. 
Phys., XXXI. Jahrg. 
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stellt die mit x gleichzeitig verschwindende Lösung, 
und das Integral 



(22) y = 







.^-«x-.H-«n-l*^^^...^^^_^ 



+ C' 



stellt die übrigen (n — 1) Lösungen der algebraischen 
Gleichung 

(la) y" — ny — (w •— \)x = 

dar. Die Constanten c und c hat man so zu wählen, dass 
für a; = 



n— 1 _ 

y = 0, resp. y = Yn] 



ausserdem bedeuten 



(23) ^=1/1(1^^)" '; X.=x*L-l. x = l,2,..,(n-l), 
und «1 . . . Sn—i sind die Wurzeln von 

Dem Integral (22) entspricht die Reihe 



a=Qo 



a(n--l)+l 



(24) J/=-Vj2(-l)'""-^^^<'<»-)[«f:^ir+T!T' (^0=1)' 

und dem Integral (22) entspricht das aus {n — 1) Reihen 
bestehende Aggregat 

(y= U,g'-^+ ü,g^-^+-+ U„-,g'+ ü„-^g-\-g, 



(25) 



(T=QO 



^Ä+(y(n-l)+i • 



Hierbei sind die jp definirt durch 

(26) Pa+(t(«-i) =i)Ä+a(«-i)PÄ, (vergl. Nr. 16); 

weiter ist 
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(27) 3^+, = (- 1)* • n-^^+^^TJlh + x(» - 1)] , 

und endlich bedeutet g irgend eine Wurzel von 

(28) g""-^ — w = 0. 

Die Reihen in (24) und (25) convergiren, so lange 

x""-^ ^ 1. 
B) Das Integral 



(29) ri=iifd^\ 






n , ,71 

e ^ Ui •• 'Un 



[^2^^.u,"u,^ - 8^\'^'''""'-']du,'-^du, 



+ c 



stellt sämmtliche Lösungen der algebraischen Glei- 
chung 

(Ib) 9/» — nlri — (w — 1) = 

dar. Die Constante c hat man so zu wählen, dass für | = 

71 = yn — 1 ; 
ausserdem bedeuten 



(30) 



]/„^ 



w == 1, 2, . . ., (w — 1); Xn = 2, 
und 



(ol) f 1 == — cos h z sin — , a« = — cos ^ sin • 

Dem Integral (29) entspricht das aus (n — 1) Reihen be- 
stehende Aggregat 

(32) I "^, j*+<r»+l 

[ f^ = 3^+1^^ (- i)<'("-*W- (ÄT-«ir+ 1)! ' (P" = !)• 

Hierbei sind die p definirt durch 

r33) Pf,^an = Ph-^anPh, (vcrgl. Nr. 16V, 

Heymann, Studien. lo 
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weiter ist 

(34) q,+r = (n - i)-<''+»YJ{h + 2 - xw), 

und endlich bedeutet g irgend eine Wurzel von 

^_(n-l) = 0. 
Die Convergenzbedingung lautet 

Veröffentlicht in den Math. Annalen Bd. XXVI. 



Studie XIX. 
Theorie der trinomisohen Gleichungen. 

In der vorliegenden Studie wollen wir zeigen, dass sich 
die trinomische Gleichung 

^ + a^-* +6 = 

unter allen Umständen durch geschlossene, verhältnissmässig 
einfax5he Ausdrücke — bestimmte Integrale - auflösen 
lässt. Die Integrale entwickeln wir sodann in Reihen und 
prüfen diese auf ihre Convergenz. Den Schluss bilden einige 
unerlässliche Bemerkungen über die Differentialresolvente 
der trinomischen Gleichung. 



I. Pundamentalformen der trinomischen Gleichung. 
Die Gleichung 

kann mittelst der Substitutionen 

t = ky, resp. t = hri 
jederzeit in eine der beiden Fundamentalformen 

(1) y»+ y--^ + x=Q 

(2) rr + W^' +1=0 

transformirt werden, welche letztere dann in folgender Weise 
an einander gebunden sind: 

(3) ixf = %~^ ; y = 'Hi ' , resp. ri = yx ** . 
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Diese Zurückführung der ursprünglichen Gleichung auf zwei 
Formen ist erforderlich, weil die Lösung, die wir aufstellen, 
nicht für alle Werthe von a und h gebraucht werden kann. 
Sie ist |f)er auch hinreichend, da die Lösung von (1) so lange 
gilt, als die von (2) versagt, und umgekehrt. 

IL Auflösung der ersten Fundamentalform. 

Wir müssen, wie das aus dem Verlauf der Rechnung von 
selbst deutlich wird, zwei Fälle unterscheiden: 

A. Es sollen jene s Wurzeln der Gleichung (1) dar- 
gestellt werden, welche mit x nicht gleichzeitig ver- 
schwinden. 

B. Es sollen die übrigen n — s Wurzeln darge- 
stellt werden, welche mit x gleichzeitig verschwinden. 

A. 

Die mit x nicht gleichzeitig verschwindenden 
s Wurzeln der Fundamentalform 

(1) y- + y«-* + a: = 

sind enthalten in folgendem Integrale 



V 



[+(-!)% 



^^^ ^ 2 nV-iJ ^^'\J v' + v'-' + *> 

V 

wo 

£k = e * , (— l)*=e~"~* •, A; = 0, 1, ...,(s~l) 
bedeutet und wo 

Hier können die complexen Grenzen befremdlich erschei- 
nen; indessen ist es in Rücksicht auf gewisse allgemeine Be- 
trachtungen*) nicht zweckmässig, jene Grenzen in reelle um- 
zusetzen, denn man zerstört dabei den charakteristischen 
Nenner 

*) Vergl. Abschnitt V. 

15* 
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Anders, wenn das Integral für bestimmte Werthe von x aus- 
gewerthet werden soll. Wir werden dann in der That reelle 
Grenzen einführen und erkennen, dass wir es mit Integral- 
formen zu thun haben, die einen ganz präcisen Sinn J3esitzen 
und die nach Cauchj durch Gammafunctionen ausdrückbar sind. 

Zunächst wollen wir aber zeigen, dass das Integral (4) 
die Gleichung (1) wirklich identisch befriedigt, und zu diesem 
Zwecke fragen wir, wie jenes Integral potenzirt wird. 

Falls y in (4) eine Lösung von (1) ist, so wird y^ offen- 
bar so gebildet werden können, dass wir in (4) an Stelle der 

Zahlen n und s die Brüche — , beziehentlich — schreiben. 

Thun wir dies, setzen y"* = und führen an Stelle von v*" 
die neue Integrationsvariabele w ein, so erhalten wir 



10 






vf^-^dw 



V) 



m 



+ (-!)■ 



Es bedeutet Sk nach wie vor eine der Wurzeln von 
ebenso haben die Grenzen die frühere Gestalt 

Für m = \ kommt man, wie nothwendig, auf das Integral (4) 
zurück. Ist m ^ w, so wird das Integral (5) offenbar unend- 
lich. Indessen kann man sich durch eine einfache Trans- 
formation unter allen Umständen ein brauchbares In- 
tegral verschaffen. 

Man diflferenzire in diesem Falle den Ausdruck (5) v mal 
nach X und integrire hierauf rückwärts v mal zwischen den 
Grenzen und x^ dann entsteht 






(6) e 



j dx^-y ^^„ 



w 

'—1 ,, 
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und hierin ist statt v die kleinste ^ ganze, positive Zahl zu 
setzen, für welche noch 

vn — m > 0. 
Die Summe^. «^ r-^ wird durch die v fache Integration 

Ä = 

in das Kesultat hineingezogen; in ihr bedeutet, wie man leicht 
übersieht, 

Dieser Differential quo tient , den wir wiederholt gebrauchen 
werden, lässt sich aus der Fundamentalform (1) ableiten, 
wenn man eine von Herrn Schlömilch aufgestellte Formel*) 
benutzt. Mittelst dieser Formel erschliesst man ohne Weite- 
res, dass 



<{n — 8) 



a;=0 



WO das y im Quotienten auf der rechten Seite der trinomischen 

Gleichung 

y* + 1 + rc = 

zu entnehmen ist. Führt man die Differentiation wirklich 
aus, so entsteht 

m—hn h — 1 , v 

(7) «*=^(-i)— -'17*+'^^^^=^, /7=i, 

und dieser 5-deutige Ausdruck stellt jene s Ableitungen, 
welche zu den nicht gleichzeitig mit x verschwin- 
denden Wurzeln der Fundamentalform (1) gehören, 
dar. — Die zu den übrigen n — s Wurzeln gehörigen Diflfe-^ 
rentialquotienten werden für x = Q zum Theil unendliph gross, 
zum Theil verschwinden sie. 

Diese Zwischenbemerkungen waren nöthig, wenn wir die 
ursprünglichen Betrachtungen fortsetzen, also unser Integral 



") Diese Formel lautet 



^^' 

^ 
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in die linke Seite der trinomischen Gleichung (1) einführen 
wollen. 

Wir haben zunächst y» zu bilden, d. h. im Integrale (6) 
m = n zu setzen und eben deswegen v = 2 zu wählen; für 
die Bildung von y'*""* würde es genügen, v «= 1 zu nehmen. 
Da indessen beide Potenzen zu addiren sind, so wird man der 
bequemeren Vereinigung wegen zweckmässig in beiden Fällen 
v = 2 setzen und hiernach Folgendes erhalten: 



io 



w' 

+ («0 + «l^)m=n + («0 + «l^)m=»-«. 

Hierin bedeuten 

m m — n 

und daher ist 

Beachten wir noch, dass das Integral in Bezug auf w aus- 
führbar ist und 






r — - — i-=o 

to' 



liefert, dann haben wir ohne Weiteres 

yn _|_ yn^s ^ __ ^^ 

d. h. aber, die Fundamentalform (1) wird durch das 
Integral (4), oder genauer gesagt, durch jene Inte- 
grale, welche aus (4) abgeleitet werden, identisch 
befriedigt. 

In unserem Calcül ist jedoch noch eine sehr wesentliche 
Unbestimmtheit verblieben, die wir sogleich beseitigen wollen. 

Führen wir nämlich an Stelle von y die Summe 

in welcher J die in (4) vorkommende Quadratur bezeichnet 
und Cq bis c^i beliebige Constante sind, auf der linken Seite 
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der Gleichung (1) ein, so würde, wenn wir nur genau das 
frühere Verfahren einhalten, jene Seite identisch verschwinden, 
weil eben jedes der auftretenden Integrale unabhängig von h 
für sich verschwindet. Indess kann man leicht zeigen, dass 
nicht die angegebene Summe, sondern dass einzig und allein 
der Ausdruck (4) die gesuchte Lösung der Gleichung (1) ist. 
Zu diesem Zwecke beachte man, dass die höheren Diffe- 
rentialquotienten 

(-4) , oder allgemeiner ( — r) z = tf'^. 

mögen sie aus der trinomischen Gleichung oder aus deren 
Lösung berechnet werden, übereinstimmen müssen. 

Entnimmt man y—i) == «a der Gleichung (1), so kommt 

man zu dem bereits unter Nr. 7 angegebenen Ausdruck. — 
Berechnet man dieselbe Grösse aus den Integralen (5) oder (6), 
so entsteht 



to" 






^n-*)A ' 



10 



oder, wenn der Integrationsweg nach Massgabe der Substitution 
in das reelle Gebiet verlegt wird, 

m — An ._ 

(8) «*== ?(-!)— ~V,-"'^W' 

du 




(|.+ «^^)*(;--^y^) 



h ( n—s)—rn 



QO 



Nun ist 

+ 0D 



(9) 



.1 (T+'^m-y^^)' ''""'■"• ' 



00 



l) + 2> 1, p>0, 2>0, 
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ausserdem kann man 6^"^"* in den vorhergehenden 5-deutigen 



m — An 



Factor ( — 1) * eingehen lassen, folglich ergiebt sich 



m- 

m 



(10) «* = ^,(-l) ^^^^h(n-s)-jny 



Das Integral unter Nr. 9 erhält man augenblicklich, wenn man in 
dem allgemeinen 

.. A*^ du 2n _ r(p7fg-l) 

^ ^ J (r + uV- ly {8 - wy=T)^ (r + sY^-^ ' np) r{q) 

r = *• = - - setzt. Letzteres hat Cauchy aufgestellt in „Mäm. sur lea 

integrales däfinies' prises entre des limites imaginaires^S Paris 1825, 
wie man in den älteren ,,Tables dlntägrales däfinies'^ von Bierens de 
Haan (Table 30, page 67) ersehen kann. 

Wir sind zur Integralformal (a) unabhängig von Cauchy gelangt 
und zwar auf folgendem Wege. 

Wir überlegten, dass der Ausdruck unter Nr. 8, wenn er — wie 
gewünscht wird — von dem unter Nr. 7 nicht verschieden sein soll, im 

Wesentlichen das in (7) vorkommende Product I 1 enthalten muss. Da 

nun ein solches Product jederzeit durch den Quotienten zweier Gamma- 
functionen darstellbar ist, so versuchten wir das in (8) auftretende In- 
tegral in diesem Sinne auszuwerthen, und das -führte uns zu nach- 
stehender kurzen Ableitung des Cauchy^schen Integrales. 

Wir gehen von dem für unsere Z^Vecke augenscheinlich sehr ge- 
eigneten Laplace'schen Integrale 






(b) I r-:--^^^-^^. P>0. a:>0 



00 



aus, über welches Näheres in einer Arbeit von Liouville (Crelle's J. 
Bd. 13) und Kummer (Crelle's J. Bd. 17, S. 236) zu ersehen ist. 

In dieses Integral substituiren wir x = rv, a = uv, unter u die 
neue integrationsvariabele verstanden, dann entsteht 

-{-CD 









— 00 
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oder, wenn die Gammafunction im Zähler in ein Product zer- 
legt wird, 

(7) a.^^i-lfl'-'flllc + '^Jl^}, J7=l. 

* = 1 1 

Das ist aber in der That der früher aufgestellte Differential- 
quotient. 

Hiermit ist endgiltig bewiesen, dass das Integral 
(5) wie auch das aus ihm abgeleitete (6) die m^^ Poten- 
zen von s Wurzeln der Fundamentalform 

(1) y» + yn-. ^ ^ =, 

darstellt, wenn für Sk successive die s*®** Einheits- 
wurzeln gesetzt werden. 

Dass wir insbesondere zu jenen Wurzeln der Gleichung (1) 
gelangt sind, welche mit x nicht gleichzeitig verschwinden, 
lehrt der blosse Anblick der Losungen, und dass ihre Anzahl 
s beträgt, beruht auf der s-Deutigkeit von «*. 

B. 

Ermitteln wir nun auch die m^ Potenzen der mit x gleich- 
zeitig verschwinidenden Wurzeln der ersten Pundamentalform. 

Hierbei haben wir nicht nöthig, neue Integralformen 
aufzusuchen, wir kommen vielmehr durch eine einfache Trans- 
formation der früheren Lösung zum Ziele. 



Multipliciren wir beiderseits mit v^~^ e~~^ und integriren in Bezug auf v 
zwischen und oo, wobei dann r > 0, s > vorausgesetzt werden 
muss, 80 erhalten wir nach Umkehr der Integrationenfolge 

J{r+uVZ.i)Pj r{p)J 

— oc U 

oder, da die beiden Integrale mit den Grenzen und oo einfache Gamma- 
functionen sind, 

-f-QD 

du 2n r{P+a 1) 



(a) 



'J {r + u 



y l)P{s-uy^^)^ (r + s)''-N-i r{p)r{q) 

!> + «>!> 1>>0, g>0, r>0, s>0, 
also genau das Cauchy'sche Integral. 
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Bezeichnen wir das Integral unter Nr. 6 kurz durch 

(a) z = d'(m, n, 5, x) 

und vertauschen sodann die Buchstaben 

m s X y fs 

mit 

— m n — s u ir~^ w, 

so erhalten wir 

(/S) w = %'{ — nty Hy n — s,u). 

Die Gleichung 

(a) y" + tr~^ + ^ = 0, y"" = 
geht bei dieser Vertauschung über in 

(b) wv" + ^'•^ +1=0, v"^ = w, 

und von Gleichung (b) ist nun w in (j8) die Lösung, oder 
genauer gesprochen: w stellt die m^^ Potenzen jener n — s 
Wurzeln der Gleichung (b) dar, welche für u = nicht un- 
endlich gross werden. 

Substituiren wir in die Gleichung (b), sowie in deren 
Lösung (j8) 

«1 m 



u = x'^~'\ v = yx **"*, w = 0X """*, 

so kommen wir, wie leicht zu sehen, zur Gleichung (a) zu- 
rück mit der neuen (n — 5)-deutigen Lösung 



m 
0X 






Sonach besteht folgender Satz: 
Stjellt 

= d'(my n, Sy x) 

die m*^ Potenzen der s mit x nicht gleichzeitig ver- 
schwindenden Wurzeln der Fundamentalform 

(1) tr + r"" + ÄJ = 

dar, so repräsentirt 

(11) = x'*—'d'\—m,nyn-—s,x''~') 

die m*^ Potenzen der n — s mit x gleichzeitig ver- 
schwindenden Wurzeln. 
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ni. Auflösung der zweiten Puudamentalform. 

Wir wollen zeigen, dass sämmtliche Wurzeln der 
zweiten Pundamentalform 

(2) ri^ + §1?«-* + 1=0 

in dem Ausdrucke 

5 



(12) ^=_^ /dg.j fv^-^\jg{a^,)^g{a,)\dv 



\+{-^y 





enthalten sind, wo 



«*--^ 
** 



und 

£k = e ^ , (— l)«=e » ; Ä = 0,l,...,(w — 1), 

bedeutet. 

Bilden wir zunächst eine beliebige Potenz rj^' = g. 
Indem wir uns nur früher gemachter Bemerkungen zu er- 
innern brauchen, gelangen wir zu folgendem Integrale 







wobei nun 



^(^*) = z:^ 



vs — m 



(t(;'» + 4|ti;'»-'+i)^' 

^ während ^^b seine Bedeutung beibehalten hat. Statt v hat man 
die kleinste, ganze, positive Zahl zu wählen, für welche 

v(n — 5) + m, resp. vs — m 

eben noch positiv ausfallt. Weiter ist 



«Ä 



Gl4-=^ 
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uud dieser Differentialquotieut kann leicht aus der Funda- 
mentalform (2) berechnet werden. 
Man hat nämlich zunächst 

wo das 1} im Quotienten auf der rechten Seite der binomischen 

Gleichung 

ij-» + g + 1 = 

ZU entnehmen isfc. Führt man die Differentiation wirklich aus^ 
so entsteht 

(14) a.^^^-X)"^^'fl[lc-'-^], fl^l, 

k = l 1 

und dieser w-deutige Ausdruck stellt die den n Wur- 
zeln, der Gleichung (2) entsprechenden Ableitungen 
von ri"* nach S für S=0 dar. 

Sehen wir nun zu, ob das Integral (12) die zweite Fun- 
damentalform 

(2) r + 1^""' + 1 = 

befriedigt. Um Potenzen zu erhalten, die von | frei sind — 
was letzteres bei der Vereinigung der Integrale wünschens- 
werth ist — ertheilen wir der Gleichung (12) die Foxm 

und nun bilden wir mit Hilfe des Ausdruckes (13) die Poten- 
zen rj" und r}'~^. Wie früher muss auch hier v = 2 gewählt 
werden, und dann ergiebt sich 




+ («0 + «il)m=« + («0 + «lS)m = .-n, 



wobei 



00 

n — s — 1 






(sw^ — (w — s))dw 







2 



m , , , . 8 — m 



«0 = (5)1=0 =(-l)% «i = G-|U = ;(-l) ' 



+1 
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Das Integral T«^ lässt sich ausführen und liefert 



s' 



[w'' 



— w 



OD 

n — » 



= 0, 



Ü 

in gleicher Weise verschwindet ^e^^+i? weiterhin hat man 
Folglich entsteht 

V' + v'-"" = — l 

d: h. aber, die Fundamentalform (2) wird durch das 
Integral (12), resp. durch (13), welches aus (12) hervor- 
geht, identisch befriedigt. 

Wie man sieht, könnte in den Integralen (12) und (13) 
statt der zweigliedrigen Verbindung 

die allgemeinere 

n — 1 

Gn =^Ckg{sk), Ck = const., 

gewählt werden, ohne dass sich zunächst in unserer Beweis- 
führung etwas änderte. Es würden dann n Integrale 

CkT.^y Ä; = 0, 1,. .., (n — 1), 

entstanden sein, die jedoch sämmtlich identisch verschwinden. 
— Dass indessen nur die anfangs benutzte zweigliedrige Ver- 
bindung G zulässig ist, kann und muss man wieder nach- 
träglich dadurch zur Entscheidung bringen, dass man den 

allgemeinen DiflFerentialquotienten ( — ^ ) = «a aus der Lö- 
sung (13) bestimmt und zeigt, dass er von jenem unter Nr. 14, 
der direct aus der trinomischen Gleichung (2) berechnet wurde, 
nicht verschieden ist*). 

*) Es kann auffällig erscheinen, dass der trinomi«chen Gleichung 
scheinbar ein Ausdruck genügt, dem doch die Eigenschaft einer Lösung 
abgesprochen wird. — Indessen darf man nicht ausser Acht lassen, dass 
unsere Methode, die Lösung zu potenziren, bereits die Richtigkeit der 
Lösung voraussetzt. Es ist daJber die Potenzbildung, wie sie in Ab- 
schnitt II und III vorkommt, erst dann gerechtfertigt, wenn man durch 
Vergleich der höheren Differentialquotienten die richtige Lösung von 
den scheinbaren ausgeschieden hat. 
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Nun folgt aus (13) 



00 








es ist aber 




w^ ^dw 1 \n) \ nJ 



(^n + i)'^ n r{h) ' 



und ausserdem, zufolge der Bedeutung von Sk, 

hs — m 

^ _ ,;^ = (_l)— . 21/=! sin ^*-=^«. 

Mithin entsteht 

. hs—m 

(15) «,=--(-1)— +*r(Ä-'^"')reV') f-, 

oder, wenn das Product der Gammafunctionen nach Vorschrift 
der Formel 

A — 1 

r(Ä - a) r{a) = -^^ JJ(Ä - a) 
umgestaltet wird, 

(U) .._=(-i)nr^n(*-^|. 17-1. 

A;==l 1 

und das ist in der That der schon früher gefundene Ausdruck. 
Hiermit ist endgiltig erwiesen, dass der Aus- 
druck (13) die m*®° Potenzen sämmtlicher Wurzeln der 
Fundamentalform 

(2) 1?» + ir"' +1=0 

darstellt. 

IV. Reihenentwickelung für die Integrale. 

Wir wollen nun die aufgestellten Integrale in Reihen 
entwickeln, um aus der Convergenz der letzteren einen Schluss 
auf die Brauchbarkeit der ersteren zu ziehen. — üeberdies 
werden wir auch später (in Abschnitt VI) aus der Gestalt 
der Reihen unmittelbar die Form der DifiPerentialresolventen 
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erschliessen könneu und dadurch sehr umständliche Kechnungen 
vermeiden. 

Dem Früheren gemäss sind drei Fälle zu behandeln. 

A. Wir entwickeln das Integral (5) oder, was genau auf 
dasselbe hinauskommt, das Integral (6) nach steigenden Po- 
tenzen von X und erhalten 



00 . J— 1 

Ä=30 A=0 



X 



X 



,A+« 



0^+«' 



Die hier vorkommenden Differentialquotienten «ä+ä, «a+z«, etc. 
können sämmtlich durch den Anfangswerth «a ausgedrückt 
werden. Denn lässt man in dem Ausdruck für «* unter Nr. 10 
die Zahl h um s wachsen und zerlegt alsdann die Gamma- 
functionen in solche Producte, dass die ursprünglichen Func- 
tionen wieder erscheinen, so ergiebt sich 



(16) 

und hierin bedeuten 



aA+, = 



fPih + 8) 



CCh: 



(17) 



n — 1 



k=0 



^(k)^jJJ[h-lc^^-^^], 



\n — s 



A=0 

z/ = (— i)'»w--^s*(w — sy 

Die Grösse ^ ist ein charakteristischer Bestandtheil der Discri- 
minanten der Fundamentalformen, auch die Functionen (p und ^ 
haben eine tiefer gehende Bedeutung; sie treten, wie wir sehen 
werden, in der Differentialresolvente, welche zu Gleichung (1) 
gehört, auf. 

Bestimmt man nun mittelst Formel (16) successive «A^-a,, 
ttA+3«i ^^^'j ^^ gelangt man zu folgender Keihe 



(18) 



ii*=«*j,7j + 



5—1 

A=0 

a/" . tp(h) iB*+* , tp(h)tp{h+s) oM-^ 



'ip{h-\-s) (Ji+8)l "• i/>(Ä-hs)'V'(Ä+2«) (/*+2s) 



X ' 1 

:h-2s)!+" i 
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und diese stellt die m^^ Potenzen jener s Wurzeln der 
Fundamentalform 

(1) y- + t/— * + x^0 

dar, welche mit x nicht gleichzeitig verschwinden. 

Die Grösse «a entnimmt man aus Nr. 7 und ertheilt ihr 
successive jene s verschiedenen Werthe, wie sie dem Symbol 

m — hn 

(-1)"'" 

entsprechen. — Die Reihen Rk convergiren, wenn 

s 

— < 1 

B. Die m*®° Potenzen der übrigen n — s mit x gleich- 
zeitig verschwindenden Wurzeln der Gleichung (1) wer- 
den nach Abschnitt II, B. dadurch gefunden, dass man in der 
Lösung (18) die Grössen 

m s X z 

mit 



— m n — s a;"~* zx "~* 

vertauscht. 

Biernach wird «a oflfenbar (w — 5)-deutig; die Convergenz- 
bedingung bleibt aber bei der Vertauschung auch für die neuen 
Reihen nach wie vor 



C. Wir entwickeln endlich noch das Integral (13) in Ab- 
schnitt III nach steigenden Potenzen von | und erhalten 

OD ^ ^1 

A==0 A=0 



fcÄ-|-« fcÄ-f-2n 

Nun folgt aus Formel (15), wenn man h um n wachsen 
lässt, 

(19) «Ä+n = fQi) • «Ä, 

wobei 



(20) 
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m-^n{'>+'':-^]n[''+K-.+.,-;]. 



k=^0 k=0 

Mithin kommt man zu der Reihe 

n— 1 



(21) 



Ä = 



und diese stellt die m^ Potenzen sämmtlieher Wur- 
zeln der Fundamentalform 

(2) ^« + 1^«-* + 1=0 

dar. 

Die Grösse a^ entnimmt man aus Nr. 14 und ertheilt 
ihr successive jene n verschiedenen Werthe, wie sie dem 
Symbol 

h* — m 

entsprechen. — Die Reihen Rh convergiren, wenn 

^i" ^ 1. 
Da nun die Variabelen x und | nach Abschnitt I durch 
die Gleichung 

verbunden waren, so ist 

-- < 1 

wenn 

und umgekehrt, d. h. aber: 

Es giebt unter allen Umständen eine convergente 
Reihenentwickelung, also auch immer ein brauch- 
bares Integral. 

V. Vorausblick auf die Theorie der allgemeinen 

Gleichung n*®^ Grades. 

Die transcendenten Lösungen, welche wir für die Funda- 
mentalformen der trinomischen Gleichung gefunden haben, 

Hbtmann, Stadien. 16 
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führen uns zu einer Hypothese über die Form der Lösungen 
der allgemeinsten Gleichung w*®^ Grades 

(22) 0(y) =» x^f + x^ 3/'»-*^ H h Xn^i y«-*n-i + a;„ = 0. 

Kehren wir einen Augenblick zu dem Ausdrucke (5) in 
Abschnitt II zurück, welcher die wf^ Potenzen von s Wurzeln 
der Gleichung 

(1) q>{y) = tf' +1^ + x = Q, y'^ = 

darstellte. Derselbe kann offenbar in der Form 









(5«) z=—^^JdxA J'^L.^ 



+ (j3)ar=0, «*= l, 



w 



W = 



' = (-i-oo>/3ri)., 



ff 
W 



= (-| + -l/-T) 



gegeben werden, und in dem Integral hat q) genau die 
Bedeutung der linken Seite der trinomischen Glei- 
chung (1). — Dieser eigenthümliche Zusammenhang zwischen 
jener Gleichung und ihrer Auflosung veranlasst uns, die 
Lösung der allgemeinen Gleichung 0(y) = unter Nr. 22 in 
einer analogen Form vorauszusetzen. 

Hiernach würde, wenn Sp das grösste aller s ist, 
das Integral 



n 10 



(23) = 



"^ J'Ht) 



die m*™ Potenzen jener Sp Wurzeln der Gleichung 

(22) $(j,)=2^a;,y— <=0, ;_ 

darstellen, welche mit Xn nicht gleichzeitig ver- 
schwinden. 

Wir könnten unsere Annahme leicht zur Evidenz erheben. 
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wenn wir dieselbe Art der Beweisführung anwenden würden, 
wie in Abschnitt 11. Indessen kommt es uns an dieser Stelle 
nur darauf an, eine Andeutung zu machen, welche Vortheile 
aus den geschlossenen Lösungen der trinomischen Gleichung 
gezogen werden können. 

In gleicher Weise lässt sich die Auflösung der Gleichung 

(2) g>(n) = r + ir-' + 1 = 

verallgemeinern, und man findet hierüber Ausfuhrlicheres in 
Studie XX. 

VI. Differentialresolventen der trinomischen 

Gleichung. 

Es dürfte nicht überflüssig sein, wenn wir eine kurze 
Mittheilung darüber machen, auf welchem Wege wir eigent- 
lich zu den transcendenten Lösungen, den Integralen in Ab- 
schnitt II und III, gelangt sind. 

Der ursprüngliche Gang unserer Untersuchung*) ist that- 
sächlich ein ganz anderer gewesen, und nur in Rücksicht auf 
Uebersichtlichkeit und Kürze haben wir hier die Resultate in 
veränderter Reihenfolge vorgeführt. 

Wir suchten ursprünglich jene lineare DiflPerentialgleichung 
— Differentialresolvente — auf, welcher die m*®° Potenzen 
g sämmtlicher Wurzeln der Gleichung (2) genügten und fanden 
eine Differentialgleichung der Form 

Die DiflPerentialgleichung konnten wir durch bestimmte, n-fache 
Integrale, so wie durch hypergeometrische Reihen vollständig 
integriren, und diese transcendenten Lösungen der Diflferential- 
gleichung stellten, nachdem die Integrationscon stauten gehörig 
bestimmt waren, explicite die m^^ Potenzen der Wurzeln der 
trinomischen Gleichung dar. 

Eine genauere Betrachtung der Integrale der Gleichung (24) 
führte uns weiter zu der Erkenntniss, dass die n-fachen In- 



*) Vergl. die einschlägigen Arbeiten des Verf. in der Zeitschr. f. 
Math. u. Phys. XXXI. Jahrg. und die vorige Studie. 

16* 
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tegrale stets auf (n — l)-fache zurückführbar sind. Dies gilt 
bereits, wenn die Coefficienten a^ bis a„ vollkommen beliebige 
Zahlen sind. — Finden indessen zwischen den Coefficienten 
gewisse, hier nicht naher zu erörternde Bedingungen statt, so 
kann die Vielfachheit der erwähnten Integrale noch weiter 
herabsinken. 

Nun ist es sehr bemerkenswerth, dass gerade in dem Falle, 
wo die Gleichung (24) die Differentialresolvente der trinomi- 
schen Gleichung (2) ist, die Coefficienten a,- so beschaffen sind, 
dass der Differentialgleichung durch einfache Integrale ge- 
nügt werden kann. Ein solches Integral lautet 



OD 



(25) & = ' "' '''" 



-/( 



und in demselben sind k und ft bestimmte von den Coefficien- 
ten tti abhängige Zahlen, «t bedeutet irgend eine n*® Wurzel 
der Einheit. 

Das allgemeine Integral der Differentialresolvente wird 
hiemach 

n— 1 

und aus diesem sind nach Specialisation der Integra- 
tionsconstanten c^ die Losungen der Fundamental- 
form (2) hervorgegangen, nämlich die Integrale (12) und 
(13) in Abschnitt HI. 

Jene Lösungen sind allerdings noch durch einen Differen- 
tiationsprocess und rückwärts geleiteten Integrationsprocess in 
eine schicklichere Form gebracht worden*), doch kann das 
um so weniger befremden, wenn man sich nachträglich über- 
zeugt, dass dieser Process auch an der Differential- 
gleichung (24) vorgenommen werden kann. 

In der That, differenzirt man (24) v mal nach | und setzt 

_____ 5<'' = 5i, 

*) Wir bemerken ausdrücklich, dass dieser Process auch auf das 
Integral (25) angewendet werden mnss, bevor dasselbe zar Auflösung 
der trinomischen Gleichung benutzt werden kann. 
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so hat man wieder eine Gleichung der ursprünglichen Form, 
aber mit veränderten Coefficienten a,-. Aus der neuen DiiBFe- 
rentialgleichung bestimmt man i^, und dann liefert eine t/-fache 
Integration des fj nach | das ursprüngliche f. — Dass die 
Veränderungen, welche die Coefficienten der Diflferentialresol- 
vente erleiden, vollständig connex mit den Veränderungen der 
Parameter in den Integralen sind, lehrt ein Blick auf diese 
Gebilde. (Vergl. Nr. 13 und 26.) 

Wie man sieht, hat die Diflferentialresolvente der trino- 
mischen Gleichung für unsere Theorie eine fundamentale Be- 
deutung, und da sich diese Resolvente leicht reproduciren 
lässt, so wollen wir das nicht unterlassen. 

Aus unseren citirten Arbeiten ist zu entnehmen, dass die 
ßeihenentwickelung für eine Differentialgleichung der Form 

3?-^(5fi)«. '■G4«)«-»i7(3fi-M«. 

wo (jTt ) 5 die Bedeutung von — ^ hat und q und Xq bis A„_i 
beliebig gegebene Zahlen sind, folgendermassen lautet 

V — 1 

A=sO 
WO 

»--1 
Ca = const., f(h)^Q£j^{h — A*}. 

Diese Reihe stimmt in ihrer Gestalt aber vollkommen mit 
jener überein, welche wir untelr Nr. 21, Abschn. IV, C. fänden, 
und welche die m^^ Potenzen der Wurzeln der Gleichung 

(2) ri^ + ir"' + 1 = 0, 1?"» = g 

darstellt; nur war dort speciell 

und f{h) das Product in Nr. 20. 

Weil nun f in der Reihe dieselbe Bedeutung wie in der 
Differentialgleichung besitzt, so ist mit Rücksicht auf das spe- 
cielle f in Nr. 20 ohne Weiteres klar, dass 
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s — 1 n- 



(26) {d^^~ fj.^dn^ 8 liild/g"^ n-8l^' 

^ = (— 1)» n-'* s* (n — sy-' , 

die Differentialresolvente für die zweite Fundamen- 
talform vorstellt. 

Um von dieser Resolvente auf jene zu kommen, welche 
zur Fundamentalform 

(1) y" + y~-* -j- aj = 0, y"^ = 

gehört, beachte man, dass die Gleichungen (1) und (2) durch 

iC = S-», 
(3) _i 

rj ^ yx ** 

in einander übergeführt werden können, und man substituire 
demnach in (26) 

8 



m 



Die Rechnung verläuft übersichtlicher, wenn man — - in 
einen nach {| genommenen Differentialquotienten umsetzt; es ist 

Dann muss noch ermittelt werden, wie sich ein Ausdruck 

verändert, falls 

eingeführt wird. 

Eine einfache Betrachtung ergiebt, dass 

»=0 

und nun gelangt man durch passende Verknüpfung dieser 
Einzelheiten zu 
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«—1 

{ d , ks — m\ 

Z 



(2') JTL-f-.+''^l 



*=:0 

Ar=0 /: = ü 

welche Gleichung die Differentialresolvente der ersten 
Fundamentalform ist*). — Sie kann noch einfacher ge- 
schrieben werden, wenn man die Functionen 9 und ^ benutzt, 
welche in Abschnitt IV, A. unter Nr. 17 auftreten; sie lautet 
sodann 

ifc=0 

Es ist nicht schwer mittelst der Substitutionen 

e = Baß» 
die Differentialresolvente der Gleichung 

yj^ + ax^if-^ + hxfi = 0, y"* = jgf 

herzuleiten, welche dann beide Besolventen (26) und (27) in 
sich fasst. 

Die eben vorgeführten Diflferentialresolventen stehen unter 
der gemeinsamen Form 

und gehören demnach der Classe der hypergeometrischen 
Differentialgleichung n*®' Ordnung an. — Man kann also 



*) In Boole^s „Treatise on Differential Equations^*, Supplementary 
Volume, findet man auf Seite 199 zwei Differentialresolventen angegeben, 
die sich von den Resolventen (26) und (27) nicht wesentlich unter- 
scheiden. Sie sind, wie aus dem Texte ersichtlich ist, durch Herrn 
Harley aufgefunden und von diesem Boole mitgetheilt worden. — Leider 
kann man a. a. 0. nicht ersehen, wie Harley zu seinen Resultaten ge- 
langt ist. 



248 Studie :^X. Transcendente Auflösung 

die vorliegenden Untersuchungen zugleich als einen Beitrag 
zur Theorie der hypergeometrischen Functionen höherer Ord- 
nung hinnehmen. 

Veröffentlicht in den Math. Annalen Bd. XXV III. 



Studie XX. 



Transcendente Auflösung der allgemeinen Gleichung 

I. Yorbemerkiuig. 

Das Problem, algebraische Gleichungen durch Transcen- 
dente in Gestalt von convergirenden Reihen, Kettenbrüchan 
und dergl. aufzulösen, ist schon sehr oft in Angriff genommen 
worden. Es seien von den zahlreichen diesbezüglichen Ar- 
beiten folgende angeführt: Theremin. „Recherches sur la 
resolution des equations des.tous les degres*^ Crelle's Journal 
Bd. 49, pg. 187 — 243. — Schröder, „üeber unendlich viele 
Algorithmen zur Auflösung der Gleichungen". Math. Annalen 
Bd. 2. — Runge. „Entwickelung der Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung in Summen von rationalen Functionen 
der Coefficienten'^ Acta Mathem. Bd. 6. — König. „Ein 
allgemeiner Ausdruck für die ihrem absoluten Betrage nach 
kleinste Wurzel der Gleichung n^^ Grades". Math. Annalen 
Bd. 9, pg. 530. — Nekrassoft „üeber trinom. Gleichungen", 
Math. Annalen Bd. 29. — Meyer. „Zur Auflösung der Glei- 
chungen" Ma,th. Annalen Bd. 33. — Von Bedeutung sind 
auch die Arbeiten über die Lagrange'sche Formel; man 
vgl. besonders Cauchy und eine Abhandlung von Rouche, 
Journ. de PEcole Polyt. Cah. 39. — Eine überraschend ein- 
fache Methode, die sich auf algebraische wie auch transcen- 
dente Gleichungen erstreckt, hat Schlömilch in seiner Mono- 
graphie „Die allgemeine ümkehrung gegebener Functionen", 
Halle 1849, entwickelt." 

Wir haben uns in den letzten beiden Studien mit der- 
selben Frage beschäftigt und unter Anderen die Auflösung 
der trinomischen Gleichung 



(1) 
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angegeben*). In Abschnitt V der Studie XIX erwähnten wir 
bereits, dass sich verschiedene der für die trinomische Glei- 
chung erhaltenen Resultate unmittelbar auf die allgemeine 
Gleichung 

rf' + l^+\= 0, 

übertragen lassen. Hier bedeutet | einen Parameter, den 
man bei gewissen Entwickelungen zweckmässig beibehält, in 
den Resultaten aber unbeschadet der Allgemeinheit gleich 1 
setzen darf. Die j9, g, . . . s sind ganze positive Zahlen und 
es möge j) > g' > ^ > • • • 

Wenn wir unserer Untersuchung nicht -die gewöhnliche 
Form der Gleichung, wo 5=1, r = 2, etc. zu Grunde legen, 
so geschieht dies deswegen, weil wir später unter den Zahlen 
p, qy . . . gewisse Vertauschungen vorzunehmen gedenken. 

Wir haben uns gestattet Xn = 1 zu setzen. Das hat den 
Zweck die unabhängigen Veränderlichen, unter denen eben 
Xn nicht vorkommen soll, genauer zu fixiren. 

In der vorliegenden Studie beabsichtigen wir die Glei- 
chung (1) auf ihre transcendente Auflösbarkeit hin genauer 
zu untersuchen, wollen jedoch, bevor wir uns auf Einzelheiten 
einlassen, einen kurzen Inhaltsüberblick geben; man wird 
dann am besten sehen, in welchen Punkten unsere Unter- 
suchung von verwandten abweicht. 

n. Inhaltsangabe nnd Plan der Untersnchnng. 

Wir entwickeln g = ly»", d. h. die m*®^ Potenzen einer 
beliebigen Wurzel der Gleichung (1) nach dem allgemeinen 
Mac Laurin'schen Satz als Function der Coefficienten Xp 
bis Xg, Es erscheint dann ^ zugleich als Function einer 
unabhängigen Veränderlichen 5, also eine Reihe wie folgt 

(2) § = x„ + Z,|j + Z,|^ + ..., 



und da in die X die binomische Irrationalität }/ — 1 eingeht, 

*) Vergleiche auch zwei hier nicht mit aufgenommene Abhand- 
lungen des Verfassers über den gleichen Gegenstand. — Zeitschr. f, 
Math. u. Phys. XXXI. Jahrg. S. 102 und S. 223. 
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so gelangen wir zu den m*®° Potenzen sämmtlicher Wurzeln 
der Gleichung (1). 

Die X enthalten, wie wir sehen werden, in einfachster 
Weise den Exponenten m, und da — nebenbei bemerkt — 
die Convergenz der Reihe von m durchaus unabhängig ist, 
so können wir ohne Weiteres jedwede Potenz von r} bilden. 

Ebendeshalb bietet sich auch Gelegenheit zur Bildung 
der Summe 

VT + V^-i l-C 

unter rj^ bis i^» sämmtliche Wurzeln von (1) verstanden; es 
ergiebt sich so die bekannte Formel von Waring. Wir 
haben früher gezeigt, dass sich die Reihe, welche der trino- 
mischen Gleichung gentigt, durch ein bestimmtes Integral 
darstellen lässt. Gleiches gilt von der Reihe (2). 

Von besonderem Interesse sind die Differential resol- 
venten der algebraischen Gleichungen. 

Sieht man in der trinomischen Gleichung 

g als Function von | an, so genügt g einer linearen Differen- 
tialgleichung n*®' Ordnung mit rationalen Coefficienten in 
den |. Diese DiflFerentialgleichung, auch Differentialresolvente 
genannt, ist eine hypergeometrische, und sie lässt sich ohne 
jede Rechnung anschreiben, wenn man die Reihe für g, die 
eben eine hypergeometrische wird, vorher aufgestellt hat. 

Wenn wir nun in gleicher Weise nach jener linearen 
DiflPerentialgleichung fragen, der die Wurzeln einer allgemeinen 
algebraischen Gleichung genügen, so werden wir uns erst 
darüber entscheiden müssen, welche Grosse als unabhängige 
Veränderliche gelten soll. Wir bemerken gleich im Voraus, 
dass die Aufstellung der DiflPerentialresolventen für Gleichungen 
mit zwei oder mehr Parametern, von denen einer veränderlich 
gedacht wird — abgesehen von trivialen Fällen — erhebliche 
Schwierigkeiten macht, zwar nicht im Princip, wohl aber in 
der Ausführung. 

Einfacher gestaltet sich die Sache, wenn man mehrere 
Parameter zu unabhängigen Veränderlichen auswählt. Man 
kann dann, wie wir zeigen werden, lineare partielle DiflPeren- 



der allgemeinen Gleichung n*®° Grades. 251 

tialgleichungen niederer Ordnung aufstellen. Von diesen par- 
tiellen Differentialresol^enten könnte man durch DiiBFeren- 
tiations- und Eliminationsprocesse schliesslich zu den totalen 
DiflFerentialresolventen aufsteigen. 

Aber auch schon die einzelnen Bestandtheile der Reihen- 
entwickelung unter (2), nämlich die Xh geben Anlass zur 
Bildung von linearen DiflFerentialgleichungen und werden so 
schärfer charakterisirt. Liegt etwa die quadrinomische Glei- 
chung 

^^ + l{x,if^' + Xrrf"-') + 1 = 

vor, so werden wir finden, dass Xk mit einer abbrechenden 
hypergeometrischen Reihe übereinkommt, welche nach Po- 
tenzen von {Xi : aJr) fortschreitet und sonach auch einer ent- 
sprechenden DiflPerentialgleichung genügt. 

Auch auf simultane Differentialresolventen werden 
wir unsere Aufmerksamkeit zu richten haben. 

Endlich müssen wir in dieser Einleitung noch darauf zu 
sprechen kommen, dass wir einen gewissen Nachdruck auf 
das Princip der Vertauschung der Parameter zu legen 
haben. Hiermit ist Folgendes gemeint: 

Wir werden der Gleichung (1) durch eine einfache Sub- 
stitution ri = hy die allgemeinere Gestalt 

(3) üqX'' + a^y**"* + «ry""^ + • • * + ötj^y""^ + «n = 
verleihen und dementsprechend auch die zugehörige Reihen- 
entwickelung in den veränderten Buchstaben schreiben. Die 
Gleichung (3) bietet den Vortheil, dass sie bei gewisser 
Vertauschung ihrer Coefficienten, sowie ihrer Exponenten 
völlig ungeändert bleibt. Nun ist es aber sehr wesentlich, 
dass bei dieser Vertausch ung die Glieder der Reihe durchaus 
nicht ungestört bleiben. — Nicht nur, dass in dieselben 
andere binomische Irrationalitäten wie 

V=ri, -yin, ^flTT, etc. 

eintreten, es ändern sich auch die Convergenzbedin- 
gungen. Hierbei kann es sich ereignen, dass die eine Reihen- 
entwickelung convergent ist für solche Werthe der a^, für 
welche eine ändere Reihe gerade divergirt, so dass wir erst 
durch die gedachte Vertauschung in den Vollbesitz aller 
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und durchweg brauchbarer Lösungen der Gleichung (3) 
gelangen. 

Ich möchte hier an die trinomische Gleichung 

erinnern, für welche wir in Studie XIX, Abschnitt V die 
Reihen direct hergeleitet haben. Wir fanden dort drei Reihen, 
eine w-deutige, eine s-deutige und eine (w — s)-deutige; und 
die erste convergirte für solche |, für welche die anderen 
beiden divergirten, und umgekehrt, sodass wirklich eine er- 
schöpfende Lösung der Aufgabe geleistet war. 

Wir gehen nun zu der eigentlichen Darstellung der hier 
skizzirten Aufgaben über. 

in. Reihenentwickelniig. 
Wir legen uns die Gleichung 

vor und versuchen mittelst des Mac Laurin'schen Satzes ^ 
nach steigenden Potenzen von | zu entwickeln. Dann entsteht: 

(2) g = Zo + Xiij + Z,^-|--.. + E, 

wobei 

^-i..^.=h(i)+-+-©T-[$]- 

o"|=i $=0 

Es wird sich also in erster Linie um den Werth des Diffe- 
rentialquotienten 

Q ^^ r> h = Sv, (1=1) 

dx/dxl^...dx,' 

handeln. 

Mit Hilfe der Schlömilch'schen Formel 



(1) 



w ^^'-j"{ U+;,_,J rc + »|, .»»-„(,), 



erschliesst man sehr leicht^ dass 
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DiffereDzirt man dies t/^mal nach Xq^ so entsteht 

Wendet man auf die rechte Seite dieser Gleichung die Formel (b) 
an, d. h. geht man von Xq zu Xr über, gerade wie vordem 
von Xp zu Xq^ so hat man 

Wird dieses in (c) eingesetzt, so entsteht 

oder, wenn man i/rmal nach o^r di£ferenzirt, 

dx^^dxl^dx^/~ f"^ dx^'^"^'^'''' 

Das Gesetz, welches stattfindet, tritt deutlich zu Tage. Der 
von uns gesuchte Differentialquotient Q, welcher nach den 
verschiedenen Xi genommen wird, kann ausgedrückt werden 
durch einen anderen gleich hohen, der nur nach einem der 
Xi genommen ist; es ändert sich aber dabei der Exponent 
von 1} in bekannter Weise. Allgemein ist also 

(d) «__,,?VL^_?_2;i, 

dx/ ..,dxl' ^ dx] 
wenn 

^ = m + {s— p)vp + (s — q)vq + - " + (s — r)vr. 

Da Ä = Evy so hat man kürzer noch 

ft = m + Ä5 — {pvp + • • • + «^»)- 

Man kann die Formel (d) auch leicht durch den Schluss von 
n auf n -f- 1 bestätigen, doch ist dies kaum einfacher als 
unser directes Verfahren. 

Setzen wir nun mit Rücksicht auf die Beihenentwickelung 
die Xi in Q gleich Null, dann entsteht 
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oder nach Formel (a) 



(.) «._„z^.j(^_^j(, +,)<-.) 






A = m + (w — p)vp + (w — " Q)'^q + • • • + (w — s)v,. 

Ein Blick auf die Formel (a) lehrt nun, dass wir zu dem 
unter (e) ^stehenden Ausdruck — abgesehen von einem con- 
stanten Factor — auch gelangen müssen, wenn wir die 
Ä*® Ableitung von rf- suchen würden, falls ri eine Wurzel der 
binomischen Gleichung 

r(* -{' x = Q 

bedeutet und nach der DiflFerentiation x = 1 gesetzt wird. 
In der That ist 

«• = T(g). ' = (-->•• 

a:=l 

und führt man die Differentiation aus, so folgt 

CO e,-f(-i)^*'-'i7[*-a- 

Um die durch (f) definirten Differentialquotienten in ge- 
eigneter Weise in die Reihenentwickelung eintragen zu können, 
ist folgende Symbolik angezeigt. 
Wir schreiben 

Q.. = r'»+('»-p)»'p+---+(i'-«)i',. ti'^w"«. . . u"', 
wobei dann 

T = {—lY=e « , (Ä; = 0, 1, . .., n — 1) 
und 

(g) v..t^/=^(-l)^-Ji \} ^^ J- 

Der Ausdruck in den Ui ist natürlich kein Potenzen- 
product, sondern nur ein Functionalzeichen, in welchem die 
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Vi alle möglichen positiven ganzen Zahlen, Null eingeschlossen,, 
sein können, immer aber mit der Bedingung, dass Uv = h. 
Tragen wir nun die zu den verschiedenen v gehörenden 
Werthe von Qq in das allgemeine ßeihenglied X^ ein, so 
entsteht 

(4) Xh = r"»KjrpT«-P H h u.XsT'^f. 

Man kann in der symbolischen Bezeichnung noch einen Schritt 
weiter gehen. Die zu lösende Gleichung war 

h'* + 1^ + 1 = 0, r = e, 

Schreiben wir bestimmter d' = d'(Xji])y so können wir die 
Klammergrösse des Xh mit %'{uXj r) bezeichnen, sonach ist 

XH = t^%^{UXyX). 

Die Reihe (2) lautet alsdann 

(5) t, = X'^\l + ^^%'{uX,x) + ^^%'^{uX,x) + "'\ =rm^»iux,t)^ 

und diese stellt, vorausgesetzt, dass sie convergirt^ sämmt- 
liche n Wurzeln der Gleichung (1) dar. 

Bevor wir weitere Bemerkungen an die eben erhaltene 
Lösung knüpfen, wollen wir zeigen, dass sich dieselbe auch 
in Gestalt eines bestimmten Integrales ausdrücken lässt. 

4 

lY. Reihensnminatioii. 

Die Summation der Reihen durch bestimmte Integrale, 
wie man ihr nicht selten in der Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen begegnet, hat keinen eigentlichen prakti- 
schen Werth, denn für eine numerische Auswerthung des 
Integrales wird man in der Regel wieder zu der Reihe zurück- 
kehren. Wenn wir nun trotzdem nicht von der Herleitung 
eines geschlossenen, wenn auch transcendenten Ausdruckes 
absehen, der die Lösung der Gleichung (1) bildet, so geschieht 
das hauptsächlich deswegen, weil wir mit demselben in 
gewissem Sinne operiren können. 

Es wird sich zeigen, dass wir gerade an der geschlossenen 
Lösung gewisse Eigenschaften der Gleichung (1) am be- 
quemsten studiren. Insbesondere siod es gewisse Beziehungen 
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zwischen den höheren DiflFerentialquotienten des f, welche so 
spielend leicht erschlossen werden, Beziehungen, deren Existenz 
sonst nur auf sehr indirectem Wege bestätigt werden könnte. 
Wir haben in Studie XIX als Lösung der trinomischen 
Gleichung 

das Integral*) 

(6) t = /-(ßH-i) - /■(«») + So, 



aufgestellt, wo 

€k = e « , (Ä = 0, 1, 2, ...,«— 1), So == tc^oy 
und schliessen hieraus, dass der allgemeinen Gleichung 



(1) ( ^" + ^^ + 



12" + 1^ + 1 = 0, r = 5, 



ein analoger Ausdruck genügen dürfte, wenn nur entsprechend 
allgemein 



oo 



(7) A^,) = -^^ U ■ r_f:^^}^i2^^}^ 

^ ^ ^ ^ 2«y— 1 / ^ J w'^+ i»{x, Bj^W) + 1 



gesetzt wird. 

Unsere Hypothese lässt sich leicht zur Evidenz erheben, 
wenn wir zeigen, dass die Gleichung (1) dieselben Ableitungen 
nach I ergiebt als das Integral**). 

Bilden wir zu diesem Zweck 



= 

0» 



f'K^i),- 



(- l)A-i(Ä — i)imf^ fw^^Q^(x,Bj^w)dw 






27ry— 1 / (to^' + iy 



♦) Die Bezeichnung hier weicht ganz unwesentlich von der 
früheren ab. 

**) Vergl. auch Abschnitt VII dieser Studie. 
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oder kürzer 

wo nun die Symbolik 



V • • • v, = 









'P 

• ' • Vs = 

27r|/— 

ü 

Ä = Z*!/, A = >W + 0* — P)'^p + • • • + (W — "5)^'* 

stattfindet. Hiemach ist 

(a) (0) = %\^,{vx, 1) - a'J(t;:r, 1) = ^\vx, 1), 

wobei die polynomische Entwickelung ^{vx, 1) so zu ver- 
stehen ist, dass 

OD 

^p r, {—if-^ih — iy.m.x X. /^w^-^dw 

Vp"^ '" Vs = -- — '— ) - (£*+i — Sk) I „ V- 

27r V— 1 ^ ^ ^J(w'' + if 



Beachtet man, dass 

** 



und 



«*4.i — «i = (— l)*» . 2« sm --, 



so ergiebt sich 

„;-.... ,.-_»(-i)^-'Jif[*-i]. 

* = 1 

Führt man statt des symbolischen Ausdruckes der v einen 
anderen durch die Gleichung 

X 

ein, so entsteht 

«;'■••»■■•-■:-(- ■)'-it['-i]. 

also genau das in Abschnitt III unter (g) gefundene Product, 
während d^(vXy 1) übergeht in z'^d'(ux, r), r = (— 1)". 

Hrtmann, Studien. 17 
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Wir haben demnach 

das heisst aber, wir sind zu demselben Differentialquotienten 
gelangt, den wir auch direct aus. Gleichung (1) gefunden 
haben, und den wir früher mit X^ bezeichneten. 

Es sei noch eins bemerkt. Der Exponent m spielt in 
unseren Untersuchungen für gewöhnlich die Rolle einer <5anzen 

Zahl; es sind aber auch gebrochene m == — zulässig. Nur 

muss man darauf achten, dass in der Irrationalität 



1 2 kny^ 

Sk" = e ^"^ 

Je die vn Werthe 0, 1, 2 ... (vn — 1) zu durchlaufen hat und 
somit auch vn Integrale auftreten. 

V. Discnssion des Integrales. 
Das Integral 

(6) t = fisk+x) - fis,) + to, 

wo f aus (7) zu entnehmen ist, hat einen präcisen Sinn, 

so lange 

n — jp + w > und s — m > 0, 

andernfalls wird es unendlich. Diese Bedingungen können 
sehr wohl erfüllt sein, so z. B. in dem gewöhnlichen Falle, 
wo m = 1 und 5 = 2, d. h. wenn die Lösung einer Gleichung 
dargestellt werden soll, in welch letzterer die zweithöchste 
Potenz rj^~^ nicht vorkommt. Aber wenn es sich darum 
handelt, höhere Potenzen von rj zu bilden, so kann man das 
Integral nicht unmittelbar in die Rechnung einführen. 

Dieser missliche Umstand könnte uns veranlasst haben, 
auf besagte Lösung ganz zu verzichten. Aber gerade, indem 
wir uns bemühen, ihn zu beseitigen, verbreiten wir ein helleres 
Licht über jene Integralform (6). Wir werden sehen, dass 
aus dem Integral das Restglied der Reihenentwickelung 
hervorgeht, und weiterhin werden uns die Betrachtungen zu 
der bekannten Formel von Waring führen. 

Bemerken wir vor Allem, dass die höheren Differential- 



der allgemeinen Gleichung w*®^ Grades. 259 

quotienten des Integrales nach | immer endlich sind, wenn 

der Differentiationsindex h eine gewisse endliche Zahl über- 
schritten hat. In der That finden wir, dass 



00 



(8) 



nV-1 J ( 



dt 2ny— 1 ^ (^'' + ^^^^' ^*^) + ^y 



für 

(a) (w — p)h -p w > und sh — m> 

sicher endlich ist, und diese Bedingungen lassen sich für 
ein hinreichend grosses h immer erfüllen; mag nun m sonst 
welche Zahl sein*). 

Es wird demgemäss auch 

endlich sein, und nun ergiebt eine Wache, rückwärts geleitete 
Integration 



/» Ä— 1 

«■=30 



Ä— 1 

(9) 



Die Summe S wird durch die Ä-fache Integration in das 
Resultat hineingezogen; in ihr bedeutet 

5 = 

einen öfters erwähnten Ausdruck. Für h = 1 hat man natür- 
lich die früher aufgestellte Lösung (6, 7). — Man vergl. 
übrigens hierzu die ganz analoge, nur speciellere Entwickelung 
bei der trinomischen Gleichung in der vorigen Studie; ins- 
besondere auch, welche Bedeutung die letzte Transformation 
des Integrales für die Differentialresolvente hat. 

Im Ausdruck (9) darf h nicht kleiner sein, als die Be- 
dingungen (a) zulassen, wohl aber kann es beliebig gross 
sein. Da nun die Summe 

*) Die Nothwendigkeit dieser Bedingungen erkennt man sehr 
leicht, wenn man bedenkt, dass die Argumente der Gammafunctionen 
unter (b), Abschnitt TV positiv sein müssen. 

17* 
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ä A— ^*~"^ 

^ = &o) + S(o) Yj + • • • + 5(0) (^-Iiyi 

die ersten h Glieder der allgemeiüen ßeihenentwickelung dar- 
stellt, so ist 



c 
s 



J{f(>')(a^{)-f(''\a,)}d^' 



h 




das Restglied der Reihe. Es wird gegen die Null eon- 
vergiren, wenn einzeln /^^^(sk), das ist der unter (8) auf- 
gestellte Ausdruck, für ein hinreichend grosses h beliebig klein 
gemacht werden kann. 

Wir berühren diese Frage im Augenblick nicht weiter, 
sondern bereiten eine Ent Wickelung vor, die uns später auf 
die Formel von Waring über die Potenzensummen führen soll. 

VI. lieber die Summe der gleichen Potenzen der Wurzeln. 

Herr Kronecker, dem ich einen ersten Entwurf dieser 
Untersuchung vorlegte, regte die Frage an: Kommt man zu 
den bekannten Ausdrücken in den Coefficienten Xi der Glei- 
chung (1), wenn man mittelst der Integrale die Summen der 
gleichen Potenzen von den Wurzeln bildet? 

Da es sich um eine beliebig hohe Potenz i^"* handelt, so 
müssen wir jedenfalls den Ausdruck 

I 

/Ä— 1 



benutzen, in welchem h so gross zu wählen ist, dass sicher 
(a) (n — p)h + ^ > und sh — w > 0. 

Bilden wir nun ^.^T^ ^^ ordnen sich augenscheinlich die 

Jb=0 

Integrale zu einer cyklischen Summe an, in welcher sich die 
Glieder gegenseitig aufheben, und es verbleibt 

(10) 2«-22i^)^r 

Die Potenzensummen haben also mit den Integralen nichts 
zu thun. Uebrigens vereinfacht sich Formel (10) noch sehr 
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wesentlich, da in den rf]^' die s^ enthalten sind, deren Summen 

ja verschwinden oder n geben. Da wir später in Abschnitt VIII 
die Wurzeln i^^" ohnehin in einen nach Potenzen der bino- 
mischen Irrationalität geordneten Ausdruck umzusetzen ge- 
denken, so verschieben wir die weitere Reduction bis dahin, 
wo sie dann sehr leicht von statten gehen wird*). 

Durch das Bilden der Potenzensummen kann, wie man 
sieht, auch nicht der Beweis erbracht werden, dass die Inte- 
grale (6, 7) der Gleichung (1) genügen. 

Man könnte aber die Frage stellen: Wird die Glei- 
chung (1) identisch befriedigt, wenn man die Potenzen r(*, 
rf^^ etc. in der Form von Integralen der Reihe nach einführt? 

Gehen wir hierzu über. 

VII. £infü]irung der Integrale in die Gleiclnmg. 
Wenn wir die in der Gleichung 

rr + 1^ + I = 0, 
-9- = Xsif-^ H 1- Xpif-P 

vorkommenden Potenzen von ri einzeln bilden wollen, so 
müssen wir uns an den Ausdruck (9) wenden und h so gross 
wählen, dass sh — n sicher positiv ist. Es wird sich aber 
der Beweis wesentlich vereinfachen, wenn wir nicht mit ^ 



(1) 



selbst operiren, sondern mit -j^y d. h# wenn wir zeigen, dass 



\hrn 



tl'*tn 

(11) 'il_ = p)(e^,)_/w(,,) 

die h mal nach | abgeleitete Gleichung (1), das ist die 
Gleichung 

(12) ^ + I ^ + ,,^^4 = 0, 

identisch befriedigt. 

Durch die Ä-malige Diflferentiation ist die mit S be- 
zeichnete Summe in (9) in Wegfall gekommen. Ebenso würde 
aber auch eine ganze Function (h — l)^^ Grades der Ver- 
änderlichen I, also 



*) Vergl. anch Abschnitt IX. 
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«0 + «iS + «2^^ H 1" «A~il^""S tt» = COüst., 

welche etwa auf der rechten Seite der Gleichung (1) gedacht 
werden könnte, durch den Differentiationsprocess vernichtet 
worden sein. — Diese fingirte Function kann jedoch nicht 
vorhanden sein, weil anders die ersten h Ableitungen 

(9^)' ^ = 0'^2,...,(A-l), 

wie sie sowohl aus Gleichung (1) als auch aus dem Integral 
(6, 7) folgen, nicht übereinstimmen könnten*). 

Anstatt zu zeigen, dass — ^ die Gleichung (12) befrie- 
digt, dürfen wir den Beweis kürzer mit f^^\Bk) führen; denn 
genügt dieses, so genügt auch /'^^^(fjt-fi), und dann genügt 
auch jede lineare Verbindung beider. Bezeichnen wir f^^\£k) 
für m ^== n, n — 5, etc. kurz mit f^^^, fn-sj ^^c., dann würde 
also in 

das Integral 



00 



(8) /r^ = 



^^^ (—lf-^{h~ l)lms^ p w'^-'^^{x,B^v6)dw 







einzuführen sein. Thut man dies, so erhält man in etwas 
conciser Schreibweise 

{- l)*-2(/i — 2)! 



2«y^^ 



V-^[(l-Ä)^^K+g^ + l) + 7*(ti;«+|^4-l)^2 



\h 



dWy 



f- 



und hier ist der Ausdruck unter dem Integral das vollständige 
Differential von 

*) Diese üebereinstimmung wurde in Abschnitt IV gezeigt, und 
wir schlössen eben aus der üebereinstimmung der ersten h Ableitungen 
auf die üebereinstimmung aller Ableitungen bis in das unendliche. 
Der Beweis im gegenwärtigen Abschnitt ist offenbar strenger. 



, («• = «•(«, SkW)) 
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nach w genommen. Dieser Bruch verschwindet ganz sicher 
für w = 0; aber auch für w = oo^ wenn 

w(Ä — 1) > h(n — 5), d. h. sh — w > 0, 

wie vorausgesetzt war. Hiermit ist der versprochene Beweis 
geleistet. 

Aus dem Integral ausdruck (6, 7) lassen sich nun gewisse 
Beziehungen zwischen den höheren Diflferentialquotienten der 
Potenzen von rj direct ablesen, wobei man seine Aufmerk- 
samkeit nur auf f{sk) zu richten braucht. Wir erwähnen 
hier die Formeln 



f 



(13) { P * PS 

Vp'\ \- V, = 6p '\- ' ' ' + 6, = h^ 



und 



j[t = m — [p{yp — <yp) + : • • + 8{vs - ^.)]; 



(14) P^*^/=o ^ ' '^=" 

/» = »! + h{s — p). 

Die erste Formel geht für ff, = ffj = • • • = und ff, = ä 
über in 



a*7)"' m a* 



ij"» 



ft = W + ^^ — (jß'^P + • • • + 5^«); ^* ^= ^'^y 

und wir erinnern daran, dass dieses früher auf anderem Wege 
erschlossene Resultat ein Hauptglied in den Entwickelungen 
von Abschnitt HI bildete. Vergl. daselbst Formel (d). 

Die Formel (14) lehrt, wie die zu einer (h + l)-gliedrigen 
Gleichung gehörigen Differentialquotienten auf jene einer 
Ä-gliedrigen zurückgeführt werden. Sie wird beispielsweise 
gebraucht, wenn man die Reihencoefficienten einer quadri- 
nomischen Gleichung abhängig von einer trinomischen Glei- 
chung machen will. 



(1) 
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Wir kehren nun wieder zu der Reihententwickelung des 
Abschnittes III zurück und ertheilen derselben in Rücksicht 
auf spätere Untersuchungen eine neue charakteristische Form. 

Vlü. Umforinnng der Reihe. 
Wir haben in Abschnitt III für die Gleichung*) 

1^'» + d'(x, 1^) + 1 = 0, ri''^ = £, 

< 

folgende Reihe gefunden: 

(5) g = T- jl + ^{ux,t) + ^- d'\ux, r) + . . .), r»» + 1 =0, 
worin 

(15) d^(uXyt) = [UpXpt''-P H h UsXsT^'^'f, 

(.6) p- «;. ■■..;■ = f/7 ["«"-- ^"': ■■■'■•- ' ^^ - q . 

k=l *- -' 

Der Ausdruck d^ giebt polynomisch ausgeführt 

h\ y^ I vi • ' ' Vi P » ' 

V 

und hier erstreckt sich das Summenzeichen über alle ganzen 
positiven Werthe, den Werth Null nicht ausgeschlossen, der 
Exponenten Vp . . . v«, die niin der Bedingung 2Jv == h unter- 
worfen sind. 

Entwickeln wir weiter, wie wir in Abschnitt VI verab- 
redet haben, d"^ nach Potenzen der binomischen Irrationalität r, 
so entsteht 

IJ = Sl, + Sljr + • . . + 9l„_it»-», 

und durch Vergleichung ergiebt sich 

-•i^ p s 

V 

Innerhalb der Summe 5S[^ sind die v auch an die zweite Be- 
dingung 



*) In dieser Untersuchung setzen wir unbeschadet der Allgemein- 
heit g = 1. 
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(n — p)vp -j \- {n — s)vs = nx + g*) 

gebunden, in welcher g der Reihe nach eine der Zahlen bis 
n — 1 bedeutet, oc aber alle jene ganzen positiven Zahlen 
incl. Null durchläuft, welche mit der Bedingung Zv = h ver- 
träglich sind. 

Trägt man das für yy aufgestellte Aggregat in die Reihe 
(5) ein, so entsteht 

£ = T- { A + ^^r H h Än^tt—'], r- + 1 = 0, 



(17) 









Ä — 1 



Das Summationszeichen erstreckt sich über alle ganzen posi- 
tiven Vj den Werth Null eingeschlossen, welche der Be- 
dingung 

{n — p)vp + • • • + (n — s)Vs = riK -\- g 

genügen, in der x alle ganzen positiven Zahlen von bis oo 
durchläuft. 

Der Ausdruck (17) stellt in übersichtlicher Weise die 
m*®^ Potenzen sämmtl icher Wurzeln der Gleichung (1) dar, 
wenn man für x der Reihe nach sämmtliche n Werthe 

Tjfc = e ** , (i = 0, 1, 2, . . ., w — 1) 

einsetzt. 

Von nun ab wollen wir auch die Beschränkung auf- 
heben, dass das Absolutglied der Gleichung (1) Xn = \ sei. 

Wir verschaffen uns die so verallgemeinerten Resultate 
leicht, wenn wir in Gleichung (1) und ihre Lösung (17) 
nachträglich die Substitutionen 

— — — ii VI 

*) Negative ganze x wären auch zulässig, kommen aber hier nicht 
in Betracht, weil ♦» > i? > 2 > etc. 
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einführeu. Es entsteht die neue Gleichung 

(18) y + a^f-' H 1- Opj/«-* + On == 0, 1/" = 0, 

und ihr genügt 



(19) 









Ä— 1 



wobei die v genau wie unter (17) an die Bedingung 

(a) (w — p)vp + • • • + (w — s) V, = wx + 5r 

zu knüpfen sind. 

Der Exponent von a» ist der Gleichmässigkeit wegen 
Vn genannt worden; doch nimmt dieses Vn insofern eine 
Sonderstellung ein, als es nicht selbständig variirt. Es 
hängt, wie die Rechnung lehrt, von den anderen Exponenten 
durch die Gleichung 

(ß) nvn + pvp -| + svs = m 

ab und wird im Allgemeinen gebrochen sein. 

Durch Addition der Bedingungen (a) und (ß) hat man 
noch 

(y) Vn + Vp-l 1- V, = - ^ ^ + X, 

4 

Von formalem Interesse dürfte vielleicht folgende Bemerkung 

sein. Da sich ein Product / / (« — fc) durch den Quotienten 
zweier Gammafunctionen 

r(a)- 



ausdrücken lässt, so kann ü mit Rücksicht auf (y) in nach- 
folgender Form geschrieben werden 

jj_ ^(*'» + ^jt, + 1;^ 

und dann nimmt Ä^ die Gestalt 
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(20) A-r2^( l)V(^, + i)r(.^ + i)...r(.,+ i) 

X r{vn + v^ H \-v^ 

an, wo keines der v mehr ausgezeichnet erseheint. 

Diese Darstellung ist aber nur für die Anfangsglieder 
der Reihe brauchbar; für wachsende Vp- - • v^ wird von ge- 
wisser Stelle ab v„ -f- 1 negativ, und dann müsste man zu 
dem Ausdruck (19) zurückkehren. 

Wir knüpfen jetzt an die Bemerkungen in Abschnitt VI 
an und leiten die Formel über die Potenzensummen ab. 

IX. Die Formel von Waring. 

Um zu dieser Formel zu gelangen, bilden wir mittelst 
des Ausdruckes (19) die Summe der m^ Potenzen aller 
Wurzeln der Gleichung (18), dann ergiebt sich 

2^ = ^o^^i: + A^t^' + ■■■ + A,^r'^+<' + . ■ . 



t=o 



•••+^-1^^™+»-!. 



k 

Da wir hier m als ganze positive Zahl voraussetzen, so ver- 
schwinden die Summen der r-Potenzen sämmtlich, ausge- 
nommen eine und nur eine, nämlich die, in welcher der 
Exponent gleich der Zahl n oder einem Vielfachen von n ist. 
Besagter Exponent sei 

(d) w -f- (/ = 7tn, 

unter ä eine ganze positive Zahl verstanden, dann wird 

n — 1 

Bevor wir den Werth von Äg einsetzen, betrachten wi^ 
einen Augenblick Gleichung (y) im vorigen Abschnitt, die 
zufolge (d) folgendermassen lautet * 

Vn + Vp + "'-{- Vs = n -{- X 

und aussagt, dass Vn in der gegenwärtigen Untersuchung 
sicher eine ganze Zahl ist. Der Exponent i/„ kann aber 
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auch uicht negativ sein, denn anders würde das zu Ag ge- 
hörige Produet 

^^ ^n^^ + « — *}? h = Vp + Vg-\ f- 1/,, 

* = ! 

verschwinden und mit ihm Ag selbst. 

Infolge dessen dürfen wir für Ag den mit (20) bezeich- 
neten Ausdruck einführen und erhalten 

(^1) Z^'-Zi r(*„+ 1) r(v^+ 1) . . . r(*,+ 1) «- V •«« 

wobei sich das Summenzeichen über alle ganzen positiven 
Werthe, Null eingeschlossen, der Exponenten v„ bis v, er- 
streckt, welche der einzigen Bedingung 

(/3) nvn + !pvp -| -|- 51/, = m 

Genüge leisten können. 
Setzt man specieller 

p =: n — 1, g = w — 2, ...r = 2, 6=1, 

so erhält man jene bekannte Formel, w/elche zuerst von 
Waring in dessen Meditationes algebraicae (Editio tertia, 
p. 1) angegeben worden ist, und welche sich also auf die 
vollständige Gleichung 

(22) y« -f Oj^"' H h »n~ij/ + an = 

bezieht. 

Der Ausdruck (21) gewährt den Vortheil, dass er auch 
seiner äusseren Erscheinung nach unmittelbar für vollständige 
wie für unvollständige Gleichungen (solche in denen etliche 
der a,- Null sind) passt. Nur muss man auf eins achten: Es 
kann sich ereignen, dass. die diophantische Gleichung (/3) 
durchaus keine ganzzahligen positiven Losungen für die v 
zulässt; in diesem Falle ist stets 

^yr = 0- 

Bei der Formel von Waring gestaltet sich ebenderselbe 
Fall folgendermassen. Die Waring'sche Gleichung 
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(ß^) nvn + {n — l)vn-i H h 2^2 + Vi = m 

lässt unter allen Umständen eine oder mehrere ganze positive 
Lösungen zu. Allein man findet leicht, dass dieselben gar 
nicht in Betracht kommen, weil sie gerade die Exponenten 
Vi jener Coefficienten a, sind, durch deren Nichtvorhandensein 
die vorgelegte Gleichung zu einer unvollständigen wurde. 
Andere v als die genannten ergeben sich nicht, und man 
findet deshalb auch mit Waring eine verschwindende Summe 
der Wurzelpotenzen. 

X. Die Fnndamentalformeii. 

In der Theorie der trinomischen Gleichungen bringt es 
mannigfache Vereinfachungen mit sich, wenn man drei Fun- 
damentalformen, nämlich 

a) ^" + 1^"-* + 1 =» 0, b) y« + y^' + 0? = 0, 

. c) uV" + t;»-* +1=0 

in Betracht zieht. Wir legen einen gewissen Nachdruck 
darauf, dass in diesen Formen J, x, u als unabhängige Ver- 
änderliche angesehen werden sollen, so dass rj, y, v und deren 
Ableitungen für |, Xj u gleich Null nur binomische Irra- 
tionalitäten enthalten können und zwar die, welche hervor- 
gehen aus 

'»^« + 1=0, j/* + 1 == 0, t;«-* -f 1 = 0. 

Betrachten wir von einem ganz analogen Standpunkt aus 
die allgemeine (k + l)-gliederige Gleichung 

(23) a^r + «*jr~* + örr"" + ö^r-^H — h a^r"^ + «n = o, 

so werden wir vier Hauptfälle zu unterscheiden haben. 

1. Nimmt man alle a« veränderlich an, ausser a^ und a^, 
so wird y mit allen seinen Ableitungen nach o, für a, = 
(i =p, q, ' - - s) die Wurzeln von * 

y« + l=0 
enthalten. 

2. Sieht man alle o»- als veränderlich an, ausser a^ und 
a,, so wird y mit allen seinen Ableitungen nach a, für at = 
(i = w, p, . . . r) die Wurzeln, von 

enthalten. 
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3. Sind alle a» veränderlich ausser a„ und a„ so wird y 
mit allen seinen Ableitungen nach a,- für a,- == (i «= 0, 
Pf - . -r) die Wurzeln von 

y»""* +1=0 
enthalten. 

Da p^q, . , . s gleichberechtigte Zahlen, so kann Fall 2. 

und 3. bei einer (fc + 1)- gliederigen Gleichung (k — 1) mal 

in Ansatz gebracht werden. 

4. Betrachtet man alle a, ausser a, und ar als veränder- 
lich, so wird y mit allen seinen Ableitungen nach «/ für 
«i = (^ = 0, w, p, . . . g) die Wurzeln von 

yr-s ^1 = 0, r>s 
enthalten. 

Dieser letzte Fall umfasst so viele gleichberechtigte 
Einzelfälle in sich, als die Anzahl der Combinationen ohne 
Wiederholung von k — 1 Elementen in der zweiten Klasse 

beträgt, also ^ Er kommt bei der trinomischen 

Gleichung überhaupt nicht vor, bei der quadrinomischen 
einmal, u. s. f. 

Alles in allem haben wir demnach 

1 -|_ 2a - 1) + (^-^)(^-^) _ Hlc + 1) 

Einzelfälle, und mehr Combinationen sind für eine (k + 1)- 
gliederige Gleichung, in welcher 2 resp. h — 1 Coefficienten 
in der erwähnten Weise ausgezeichnet werden, auch nicht 
möglich. 

Die Untersuchungen in den früheren Abschnitten bezogen 
sich auf eine Gleichung, wie sie dem Fall 1. entspricht, 
d. h. wir sahen nur die k — 1 Coefficienten Op bis a« als 
veränderlich an. Doch, wie schon in der Einleitung zu dieser 
Studie bemerkt worden ist, brauchen wir die Betrachtungen 
für die Fälle 2. bis. 4. nicht zu wiederholen, sondern können 
alle auf diese Fälle bezüglichen Resultate durch eine einfache 
Vertauschung der Parameter der Gleichung (23) erlangen. 

Da jene Gleichung bei dieser Vertauschung vollkommen 
ungeändert bleibt, so werden wir in der Folge den Begriff 
Fundamentalform ganz fallen lassen. — Veränderungen treten 
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wie gesagt nur in den Lösungen auf, und wir werden dem- 
gemäss von vier Hauptlösungen zu sprechen haben. Wir 
gehen jetzt dazu über, diese Lösungen explicite darzustellen. 

XI. Die erste Hauptlösung. 

Wir haben hier nur auf eines der Resultate zurück- 
zugreifen, welche unter Nr. 5, 17 oder 19 aufgeschrieben 
sind. Am einfachsten wählen wir (19), müssen aber, weil 
dort üq = 1, an Stelle der Coefficienten 

die homogenen 

n p r s 



«0 ' «0 «0 ' «0 



einführen. 

Hiemach lautet die erste Hauptlösung der Gleichung 

(23) aor + «*2r~'H t-«i.r"^ + ön = 0, y^^^z 

folgendermassen 



(24) 



. a„ • • • a. ttf 



A-^2(-^r'irh^^^nn'+-^. 



n 



h = yjVi — {Vq + Vn), 



WOZU die Bedingungen 

Ia. (w — p)vp + [- (n — s)vs -=nx+ g, 
b. nvn + P'^^p + -^ svs = m, 
C. Vn + Vp H + Vs + Vq = 

gehören. 

Die Facultät 1! in -4^ dient nur als Füllungszeichen, 
welches markiren soll, dass Vq\ und Vnl nicht vorhanden sind. 
Die Gleichung c. ist neu hinzugefügt*, sie stellt die Be- 
dingung dafür dar, dass Ag eine homogene Function 0*®** 
Grades der a,- ist. 

Wir wiederholen, dass nur die Vp bis v, variiren. Man 
hat ihnen alle ganzen positiven Zahlwerthe von bis cx) bei- 
zulegen, welche der Gleichung a. genügen, in welcher x alle 
ganzen positiven Zahlen von bis oo durchläuft. Vq und 
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Vn sind bestimmt durch die Gleichungen b. und c. und 
werden gebrochen, auch negativ sein. Diese Auszeichnung 
von Vq und v« ist das Charakteristische der ersten Haupt- 
lösung. 

Convergirt Ay, so stellt die m^^ Potenzen sämmt- 
1 ich er Wurzeln der Gleichung (23) dar. 

Von formalem Interesse ist folgende Bemerkung. 

Der Ausdruck für Äg lässt sich nach Nr. 20 in der 
Form 

V„ V„ V Vq 

^^ n^^ ^^ r(r„ + i)r(i.^+i)...r(r, + i) 

X r(v„ + Vp H V v^ 

schreiben. Nun folgt aus a., b. und c. leicht, dass 

v„ + i/p H h V* = -- ^^ h « = -7 ^0» 

oder, wenn man hiervon die Gammafunctionen nimmt und 
von der Formel 

TT 



r(«)r(i -«) = -. 



sm an 



Gebrauch macht. 



n 



Dies in Ag eingeführt, giebt 

v„ V« Vg Vq 

. ^ mit ^ %^ V • "\%_ _ 



n 



und hier lässt die Symmetrie nichts zu wünschen übrig. 
Der Ausdruck (26) darf benutzt werden, so lange es sich 
nicht um eine eigentliche Auswerthung handelt, also z. B. 
während der Vertauschung der Parameter, und es liegt hierin 
keine Gefahr, wenn man ihn am Schlüsse wieder auf dem- 
selben Wege in die Form (24) zurückführt, auf dem er aus 
letzterer erhalten wurde. Diese Zurückführung ist aber am 
Ende immer nöthig, weil die Gammafunctionen durchaus 
positive Argumente haben müssen. 
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XII. Die zweite Hanptlösnng. 
Vertauscht man in der Gleichung 

(23) a^^r + «^r-* H h «i>r~^ + a, = 0, y^' = s 

und in der ersten Hauptlösung (24. 25) 

die Zahlen n s 
mit s n 

und ausserdem a„ und a, und i/« und v, gegenseitig, so repro- 
ducirt sich die Gleichung (23), wenn ihre linke Seite mit j/'*""* 
multiplicirt wird. Die erste Hauptlösung aber geht in die 
zweite über und lautet dann folgendermassen 

(^ = r»n{ J^ + Ä^r-\ h ^,_ir*-i }, r« + 1 = 0, 



(27) 



W 



^ =^^t — (n + ^0 ^ 

ü 

WOZU die Bedingungen 

Ia. (s — w)i;n + (s —p)vp ^ h (^' — O^r = sx + ^,*) 
b. n t/„ +pvp + • • • + s^« = m, 

C. Vn + Vp + • • • V, + Vo ==0 

gehören. 

Hier variiren nur die v« bis Vr nach Massgabe der Be- 
dingung a.; Vq und Vg dagegen sind bestimmt durch b. und c. 
und werden gebrochen, auch negativ sein. Diese Auszeichnung 
von Vq und v, ist das Charakteristische der zweiten Haupt- 
lösung. 

Convergirt Ä^^ so stellt die m*®° Potenzen jener 5 Wur- 
zeln der Gleichung (23) dar, welche mit den Coefficienten 
(Inf cCpf ' ' - ar nicht gleichzeitig verschwinden. 

Nimmt man die Vertauschung auch in (26) vor, so ändert 
sich nur der Factor vor dem Summenzeichen. 



*) Da 8<^n, 8<^p, etc., so muss man für x Äier negative ganze 
Zahlen zulassen. Vergl. Abschn. '^^II. 

HEyMA.NN, Studien. 18 
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XIII. Die dritte Hanptlösang. 

Vertauscht man in der Gleichung 

(23) «or + öt,r~' H h «i>r~^ + «n = 0, 2/"* = z 

und in der ersten Hauptlösung (24, 25) 

die Zahlen n ;p q r s 

mit w — s p — s q — 5 r — s — s 

und ausserdem üq und a« und Vq und t/« gegenseitig, so bleibt 
die Gleichung (23) ungeändert. Die erste Lösung aber geht 
in die dritte Hauptlösung über und lautet folgendermassen 

f;2? = r"» { Jo + JL^r ^ h ^„_,_ir«-*-i } , r«-*+ 1=0, 



(29) 



r 



p t=i * ' 



n 



Ä=^v. — (Vn + V*); 





wozu die Bedingungen 

a. (w — i))vp-| [- (w — r)vr-\-nvQ = {n — s^K-^g, 

(30) b. (w — 5)1;« +(|) — s)i/p-| 51/0 =m, 

gehören. 

Hier variiren nur die Vp, Vgj . . . Vr, Vq, ausgenommen Vn 
und Vsj nach Massgabe der Bedingung a.5 Vn und v, dagegen 
sind bestimmt durch die Bedingungen b. und c. und werden 
gebrochen, auch negativ sein. Diese Auszeichnung von Vn und z/, 
ist dias Charakteristische der dritten Hauptlösung. 

Convergirt Ägy so stellt die m^^ Potenzen jener w — s 
Wurzeln der Gleichung (23) dar, welche mit verschwinden- 
den Op, a^, . . . ttr, «0 Glicht unendlich gross werden. 

XIV. Die vierte Hanptlösang. 
Vertauscht man in der Gleichung 

(23) «or + «.r-* H h öi>r"^ + «n = o, r = ^ 

und in der ersten Hauptlösung (24, 25) 

die Zahlen n P Q ^ ^ 

mit r — s p—^ q — s n — s — s 
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und ausserdem a« und ttr^ ö, und Gq, Vn und Vr, Vs und Vq gegen- 
seitig, so reproducirt sich die Gleichung (23), wenn ihre linke 
Seite mit j/'*""'* multiplicirt wird. Die erste Lösung aber geht 
in die vierte Hauptlösung über und lautet folgendermassen 



(31) 













wozu die Bedingungen 

Ia, {r ^ n)vn + (r — p)vp-\ \-rvQ = (r — s)x'{-g, 
b. (n — s)va + (p — s)vp -\ svQ=my 
c. Vn + Vp-\ h V» + ^0 =0 

gehören. 

Hier variiren nur die v«; Vp, . . . v^, Vq, ausgenommen Vr 
und 1/5. Man hat für erstere alle möglichen ganzen positiven 
Zahlen, auch Null zu setzen, welche der Gleichung a. ge- 
nügen, d. h., welche für ganzzahlige positive und negative x 
möglich sind. Vr und Vg sind bestimmt durch die Gleichungen 
b. und c. und werden gebrochen, auch negativ sein. Diese 
Auszeichnung von Vr und v^ ist das Charakteristische der vier- 
ten Hauptlösung. 

Convergirt Äg, so stellt die m^^ Potenzen jener r — s 
Wurzeln der Gleichung (23) dar, welche mit verschwinden- 
den a„, ttpf . . . «g, Uq nicht gleichzeitig verschwinden 
oder unendlich gross werden. 

XV. Die Converge]izl)ediiigaiigeii. 

Nach den Sätzen, welche Cauchy über die Entwickelung 
der Functionen complexer Variabelen in Potenzreihen gegeben 
hat, und die von Rouche insbesondere auf die Formel von 
Lagrange angewendet worden sind, kann man im Allgemei- 
nen Folgendes aussprechen*). 

*) Vergl. Handbnch der höhern Algebra von J. A. Serret, dentsch 
von Wertbeim, 1. Bd., 2. Aufl., Absch. 204 — 213. — Rouchä, Journal 
de TEcole polyt. Cahier 39. 

18* 



276 Studie XX. TraDscendente Aaflösong 

Die Lösung einer Gleichung 
(23a) «or + t^a^y—^ H f- a^^y^-p) + a« = 0, 

sowie jede stetige Function dieser Lösung, lässt sich in eine 
convergente, nach steigenden Potenzen von t geordnete Reihe 
entwickeln, so lange der Modul von t der reellen oder com- 
plexen Variabelen t kleiner als T bleibt, wenn T der kleinste 
aller Moduln ist, welchen man t ertheilen muss, damit die 
Gleichung (23a) zwei gleiche Wurzeln besitzt, d. h., damit die 
Discriminante 

verschwindet. Es muss also 

mod t < T, 

oder, da wir am Ende immer ^=1 setzen, es muss 

T>\. 

In der Ausführung lässt diese Regel noch viel zu wünschen 
übrig, da die Auflösung der Gleichung D = nach t behufs 
Auswahl von T ohne Weiteres nicht geleistet werden kann. 

Man kann sich die Aufgabe von vornherein dadurch er- 
leichtern, dass man Gleichung (23a) auf gewisse Normal- 
formen beschränkt, und zwar auf solche, welche eine ratio- 
nal zerfallende Discriminante besitzen. 

Ob man dem Parameter t die oben bemerkte Stellung in 
der Gleichung anweist oder eine andere, ist ebenfalls von 
wesentlichem Einfluss bei der Convergenzbetrachtung. 

Indem wir alles dieses speciellen Untersuchungen über- 
lassen müssen, erörtern wir hier den einfachsten Fall, wie er 
bei der trinomischen Gleichung eintritt. 

Die Discriminante der Gleichung 

«02/" + tüsyr-" + «n = 

lautet bis auf einen constanten Factor 

D = ^« — n"(5 — w)^» . (— s)-*aj-*a7"a* . 

Denkt man sich die Lösung der trinomischen Gleichung nach 
steigenden ganzen Potenzen von ty also auch von a, entwickelt, 
so convergirt dieselbe, wenn 

mod t < mod { w** (s— w)*"'» • (— - s)-' a^-' a-"" a]^ \ ^. 
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Setzen wir ^=1, so können wir sagen: 
Die erste Hauptlösung der Gleichung 

«oy** + 0^*2/**""* + ö« = 0, y'^ = z 
convergirt, wenn 
(a) mod { w»» (5 — w)*-*» . ( — s)-*aj-*a-'»a^ } ^ ■'■ • 

Die zweite Hauptlösung geht aus der ersten hervor, wenn 
man die Zahlen "^ 

n s üs an 
ersetzt durch 

s n an a«. 
Infolge dessen wird die zugehörige Convergenzbedingung 
mod{s*(n — 5)'*^ . (— w)"-'*aJ^'*a-*aM > 1, 

oder anders geschrieben 

(/3) mod { n»» (5 — n)«-» . (— s)-' aj-* a^^a; } < 1 . 

Die dritte Hauptlösung wird erhalten, wenn man in der 



ersten die Zahlen 








n 
ersetzt durch 


s 


«0 


a. 


n — 5 


— s 


a. 


On 



'0- 

Die zugehörige Convergenzbedingung wird daher 

mod { (w — 5)"-* . ( — n)-'* s* a^a^"" «;;"*}>!, 
oder anders geschrieben 
(y) mod { n»* (s — w)*~» . ( — sy-'a^' aj"'» aj, } < 1 . 

Wie man sieht, sind die Bedingungen (ß) und (y) gerade die 
entgegengesetzten von (a). 

Die zweite und dritte Hauptlösung existirt also, d. h. ist 
convergent, wenn die erste aufhört zu gelten und um- 
gekehrt. Convergirt die erste Hauptlösung, so hat man 
sämmtliche n Wurzeln der Gleichung gefunden. Divergirt sie, 
so liefert die zweite Lösung s und die dritte n — s brauch- 
bare Wurzeln. Beiläufig sei erwähnt, dass sämmtliche drei 
Hauptlösungen convergiren, falls die linken Seiten der Con- 
vergenzbedingungen gerade gleich der Einheit werden. Man 
kann also unter allen umständen die m*®" Potenzen 
sämmtlicher Wurzeln der trinomischen Gleichung durch 
convergente Reihen darstellen. 
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XVI. Die drei Haaptlösiisgen der trinomischen Gleichung. 

Bei der Allgemeinheit unserer Problemstellung kann es 
nicht überraschen, wenn die in den Abschnitten XI bis XIV 
gefundenen Lösungen etwas complicirt erscheinen. Man kann 
nachträglich die Resultate etwas vereinfachen, wenn man die 
Coefficienten a^ und a», deren Anwesenheit während der Ver- 
tauschung der Parameter unerlässlich war, wieder gleich der 
Einheit setzt. 

Jedenfalls gewinnt man am leichtesten einen Einblick in 
den Bau unserer Lösungen, wenn man einmal kurz den spe- 
ciellen Fall der trinomischen Gleichung in Betracht zieht. Das 
soll, soweit es sich um die Reihendarstellung handelt, jetzt 
geschehen, und wir bemerken nur, dass es uns weniger um 
die Herleitung der an sich bekannten Resultate, als um die 
Vorführung der charakteristischen Methode zu thun ist. 

Die trinomische Gleichung 

y" + a,2/"~' + 1=0, 2/"» = ^ 
besitzt nach Abschn. XI bis XIII folgende Hauptlösungen: 

Erste Hauptlösung. 

Der Exponent Vs folgt aus der diophantischen Gleichung 
(a) (n — s)vs = nx + g] 

die anderen, früher angegebenen Bedingungen (b) und (c) 
kommen hier nicht in Betracht. 

Seien Vs = cc und x = ß die kleinsten ganzen positiven 
Zahlen, welche der Gleichung (a) genügen, so folgen alle 
übrigen Lösungen aus 

Vs = a -\- Qfi und x == j3 + ^(n — 5), 

wobei Q die Reihe der positiven ganzen Zahlen durchläuft. 
Indem g der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2, . . ., n — 1 bedeutet, 



*) Gewisse einfache Umformungen überlassen wir dem Leser. 
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nimmt auch a diese Zahlen als Anfangswerthe von v^ an^ 
doch in anderer Reihenfolge. 

Besonderheiten bei Auflösung der diophantischen Glei- 
chung (a) treten ein, wenn n und n — s einen gemeinsamen 
Theiler haben; doch dürfen wir diesen Fall ausschliessen, weil 
dann der Grad der trinomischen Gleichung erniedrigt werden 
könnte. 

Da also v^ mit a beginnt und immer um n wächst^ so 
hat Ag folgende Gestalt 

^^ "»l «! ^ (« + «)! '^' ^ («+2«)! "» ^ ]> 

WO 

V — 1 

F{a + 0«) = ^ (- l/+.(«-»)jrjj'»- (5^+^!^* + k\. 

ifc=l 

Durch eine einfache Umgestaltung des letzten Productes er- 
schliesst man noch folgende Recursionsformel 

J^'(« + »)-/'(«)-F(«), 

^ = (— l)^n-'»5*(n — sy-'. 
Zweite Hauptlösung. 

Der Exponent Vn folgt aus der diophantischen Gleichung 

(a) (s — n)vn = SK+g, 
und Va ist dann bestimmt durch 

(b) nvn + svs = m, 

wird also gebrochen sein. 

Sei Vn = cc die kleinste ganze positive Zahl und k == ß 
die kleinste ganze negative Zahl, auch Null, welche der 
Gleichung (a) genügen, so folgen alle übrigen Lösungen aus 

^n = « + 95 und K = ß — Q(n — s)y 

wobei Q die Reihe der ganzen positiven Zahlen durchläuft. 
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Indem g der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2, . . ., 5 — 1 be- 
deutet, nimmt auch a diese Zahlen als Anfangswerthe von Vn an. 
Da die Exponenten v, nach (b) folgende sein werden 

m — na m — n(a + «) m — n(cc-\-28) 

.s ' 8 ' s ' • • • 

SO hat Ag nachstehende Gestalt 

m — na 



^»— "' l a! + (a + s)! "» ^ (a + 2s)! **» ^ )' 



WO 



»„-1 



it=i 

Hier besteht die Recursionsformel 

A:=ü ifc=Ü 

^ = (— l)«n-'»s*(w — s)'»-^ 

Dritte Hauptlösung. 

;^ = T'" { ^0 + A^ + • • • + ^«-.-iT»-*-i } , T«-^ +1=0, 



(-i)"^,JTl=i^?+*l- 



V " A: = l 



Der Exponent v^ folgt aus der diophantischen Gleichung 

(a) nvQ = {n — s)K + g, 

während zur Berechnung von v, die beiden anderen Gleichungen 

(b) {n — s)vn — sv^ = m, 

(c) Vn, + v,-\-v^ = 

erforderlich sind. 

Seien i/^j = a und x = ß die kleinsten ganzen positiven 
Lösungen der Gleichung (a), so folgen alle übrigen Lösungen aus 

Vq = a -\- Q(n — s) und x = ß -\- uq, 

wobei Q die Reihe der ganzen positiven Zahlen durchläuft. 
Indem g der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2, . . ., n — s — 1 be- 
deutet, nimmt auch a diese Zahlen als Anfangswerthe von Vq an. 
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Da die Exponenten i/, nach (b) und (c) folgende sein 
werden 

m-\-not w + w(a + w — s) w + w(a+2n — s) 

n — s ' n — 8 ' n — s ' 

so hat Ag nachstehende Gestalt 

WO * 

Die Convergenzbedingungen für die hier angeführten drei 
Hauptlösungen entnimmt man dem Abschnitt XY^ indem man 
daselbst in den Gleichungen (a), {ß) und (y) a^ = a« = 1 setzt. 

XYU. Die Differentialresolventen. 

Zu einer algebraischen Gleichimg n*^^ Grades 

(33) x^y^ + Xsy^-' -\ h x^y^-^ + a:« = 0, j/"» = is;, 

deren Coefficienten rationale Functionen einer Veränderlichen t 
sind, Xk = /i:(0> lässt sich stets eine lineare DiflFerential- 
gleichung n*®' Ordnung mit rationalen Coefficienten in t con- 
struiren, welche sämmtliche Wurzeln der algebraischen Glei- 
chung oder allgemeiner, die m^^ Potenzen dieser Wurzeln, 
als particuläre Integrale besitzt*). Dieser Differentialgleichung 
haben einige englische Mathematiker den Namen „Differen- 
tialresolvente" beigelegt. 

Eine explicite Darstellung dieser allgemeinen Resolvente 
ist zur Zeit nicht ausführbar, selbst wenn über die Functio- 
nen fk die einfachsten Voraussetzungen gemacht werden. Alle 
Bemühungen das Problem zu lösen, fordern zunächst zu einer 
tiefgehenden invarianten-theoretischen Untersuchung der 
linearen Differentialgleichungen höherer Ordnung auf. 

Wir werden einen Weg einschlagen, auf dem die Exi- 
stenz der Differentialresolvente leicht erschlossen wird, der 
im üebrigen aber mehr die Umständlichkeit der Rechnung 
kennzeichnet, als sie beseitigt. 

*) Oder noch allgemeiner: eine rationale Function der Wurzeln, 
wovon wir aber hier absehen. 
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Aus (33) folgt 

dy dt ^ ^ ^ dt ^ ^ dt 



dt na;o2/"-' + " ' + in -p)xpif-^' 

Nun kann jede rationale gebrochene Function einer Veränder- 
lichen y, welche letztere einer Gleichung n^^ Grades genügt, 
durch eine ganze Function (n — 1)*®" Grades in y dargestellt 
werden; es ist immer ^ 

(a) ftL±A^ ±Ayl + -• = «+ «^2, + ... + a._,yn-i. 

Die « werden dadurch gefunden, dass man den Nenner hin- 
übermultiplicirt und alle Potenzen, die höher als die (n — 1)*® 
sind, mit Hilfe der Gleichung (33) herabdrückt. Indem man 
dann die Coefficienten gleicher y-Potenzen mit einander ver- 
gleicht, bekommt man n lineare Gleichungen zur Bestimmung 
der n Unbekannten a. Bemerkt sei noch, dass die Deter- 
minante des Systems der a gleich der Discriminante der 
Gleichung (33) wird. 
Man hat also 

^^^ "sf = ^0 + «i2/-i (-««^ir~S 

(c) -^1 = mj/"»-i { «0 + «1^ H h «n-i^"^ } , 

wo die a rationale Functionen von t bedeuten und y 
nicht enthalten. 

Ist m eine ganze Zahl, so kann man von vornherein, je 
nachdem m — 1 positiv oder negativ ist, y"*—^ in den Zähler 
oder Nenner des Bruches unter (a) hineinziehen, und dann 
wird diese Potenz in (c) nicht mehr als Factor vor der Klam- 
mer auftreten. Ist aber m beliebig, so können wir zum 
Wenigsten y—^ noch in die Klammer eingehen lassen; doch 
müssen wir in selbiger die Potenz cc^y^ beseitigen. Dies ge- 
schieht, wenn wir die Gleichung (33) mit y~^ multipliciren; 
wir erhalten 

^0^""^ + oc.y''-'-^ -\ h x^y^-^^ + Xny-^ = 0, 

und tragen wir nun y~^ in (c) ein, so entsteht 
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DifiFerenziren wir (d) nach ty ersetzen ^ durch (b) und drücken 
den Grad wieder auf den (n — 1)*®*^ herab, so finden wir 

(e) JJ = r { »0 + ».y + • • • + ^n-iy"-' ] . 



So fortfahrend können wir uns alle Ableitungen bis zur n*®" 
verschaflFen, also 



(f) 



d"z 



dt 



^ = r {5«o + 5«iy + • • • + 5R»-ir-M- 



Elirainiren wir aus den n Gleichungen (d) bis (f ) und aus = y*" 
die n Potenzen y"*, y'^'^^j • • • 2/'"+»— i, so gelangen wir zu 

1 ... 



(34) 



dz 



it "^0 *^i • • • *^ — 1 



dt 



dt^ 



% % ... SUn-l 



= 0, 



und das ist die gesuchte Differentialresolvente n*®' Ord- 
nung der Gleichung (33). 

Ist m eine ganze Zahl, so hat man, wie schon bemerkt 



dz 



w7 = A + Ay -I h ^»-ir~S 



dt 



und demgemäss 

d^z 



— =B^-\rB^y + ''- + Bn^^y-\ 



dt 



d«-i 



z 



— i = M^ + M^y -i h Mn^iy^-K 

dt 

Diese n — 1 Gleichungen in Verbindung mit jß? = y*", welche 
letztere, falls m > w — 1 oder negativ ist, auf die Form 

z = N^ + N^y'\ h Nn^iy^-^ 

gebracht werden kann, genügen zur Elimination der n — 1 
Grössen y, y^, ... y"—i, und es entsteht eine lineare nicht 
homogene Differentialgleichung (n — 1)*®' Ordnung, 
welche die gesuchte DiiBferentialresolvente ist. 

Dieselbe könnte übrigens auch direct aus der Resolvente (34) 
hergeleitet werden. Da nämlich (34) das particuläre Integral 
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^ = y^ + yT + "' + ylT-i 

besitzt; welches für ganze m eine bekannte rationale Functiou 
der Coefficienten Xk, also auch von t ist; so Hesse sich mit 
Hilfe dieser particulären Lösung die Ordnung der Gleichung 
(34) um eine Einheit herabdrücken. 

Anwendung auf die Gleichung zweiten Grades. 

Für die Gleichung 

J/^ + ^y + 1 = 0, y"» = ;2? 
ergiebt sich 

dy ty + 2 dz ^ymi+ly 

dt ~ t»-4^ dt~ ^"'^ t^ — V 



d^z 
dt^ 






und nach Elimination von y 

Dies ist die gesuchte Resolvente*). 

Wenn m eine ganze Zahl bedeutet, so lässt sich dieselbe 
einmal (rational) integriren, doch ist hiermit zumal für grosse 
m eine eigentliche Vereinfachung nicht gegeben. Ist beispiels- 
weise m = + 1 , so folgt aus der Resolvente ohne Weiteres 

und da für ^= — 2, ;2?=4-l sein muss, so ist c = 2, 

Ist m = + 2; so giebt die Integration der Resolvente 
nach Multiplication mit dem integrirenden Factor t 

und hier ist c = — 4. 

XYIU. Simaltane Differentialresolventen. 

Man kann die Resolvente n*®' Ordnung auch durch ein 
System von n linearen homogenen simultanen Differential- 



*) Man vergl. Handbuch d. höh. Algebra v. J. A. Serret, deutsch 
von Wertheim, 1. Bd. 2. Aufl. Cap. V, Nr. 109 und Studie IX. 
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gleichungen erster Ordnung ersetzen, wenn man die 91 Potenzen 
ym+n-i jjjg ym a^]g jjg abhängigcn Veränderlichen ansieht. 

Bezeichnet man y'"+* kurz durch iy,-, so würde die erste 
Gleichung des Systems (vergl. Gleichung (d) des vorigen Ab- 
schnitts) die folgende sein 

wobei die «,* von den früheren 31* nicht verschieden sind, also 
rationale Functionen von t bedeuten. 

Schreibt man in dieser Gleichung m + 1 an Stelle von m, 
so ändern sich sämmtliche Indices von rii um die Einheit; 
rjn insbesondere kann aber mittelst der Gleichung 

(33) Xq^" + Xs^"-' H h Xptf'-P + Xn=0 

linear durch % bis iy,^_i ausgedrückt werden, folglich ergiebt 
sich als zweite Gleichung 

und, wenn so fortgefahren wird, 

drj- 

(«) -J^ = CCioT^O + a,l12l H 4- «/, n-l Vn-l, (i = 0, 1, . . . H — 1). 

Diese simultanen DiflFerentialresolventen lassen sich zweck- 
mässig in Form von Determinanten darstellen, wobei dann 
ersichtlich wird, dass die Coefficienten «,* einzig und allein 
von den Potenzsummen der Wurzeln y,- der Gleichung (33) 
abhängen. Denkt man sich in den einzelnen Eesolventen (a) 
für r^i wieder y^+* geschrieben und legt dem y der Reihe nach 
sämmtliche n Wurzel werthe bei, wie sie der Gleichung (33) 
entsprechen, so ergiebt die Elimination der an Folgendes 

dr}. 

Vo Vi Vn-l 



i-\-m dt 

yr t 1 y^ ■•■■ yr' 

y'-\ %• 1 y-i • • • yizX 



= 0, (j = 0, 1, . . . w — 1). 
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Multiplicirt man diese Determinante colonnenweise mit 

1 

1 yo---- 



yr' 



1 



Vi vi 



71—1 



-V^. 



1 yn-i ' ' • y«zj 

wo ^; abgesehen von einem numerischen Factor, die Discri- 
minante der Gleichung (33) bedeutet, dann erhält man 

1 d^i 



(ß) 



t + m dt 

i dt 
1 ds 



«+i 



i+1 



dt 



Vo Vi '" Vn^l 



>2 



Sn—l 



ds 



»-f-« — 1 



Sn—1 Sn ' ' • S2n—2 



i-\-n — 1 dt 

(i = 0, 1, . . . w — 1). 
Hierbei ist 

5. = 2/o + J/iH hJ/n-i5 

ausserdem beachte man, dass 



= 0, 



n — 1 



(t di) = Tt ^^^TJy^ = 1^ log ? 



»=0 



jt=ü 



dt 



Xc 



Die Gleichungen (ß) stellen das gewünschte System linearer 
Differentialresolventen für die r^i dar. 

Die Ableitung einer einzigen Resolvente aus diesem Sy- 
stem, etwa für % = «/''*, welche von der n^^ Ordnung sein 
würde, wird durch die Elimination der übrigen iy umständlich. 
Bequemer ist es, jene Resolvente sogleich als Determinante 
anzuschreiben, nämlich 

«(«) • • • y £f 

^ =y^, (Ä = 0,l,...n-1) 

= 0, 

^ (Ä = 0, 1, . . . n) 



^0 



'0 



n — 1 



^n—l ^n—l 



d^z, 

m = * 



di" 
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und selbige mit der froher erwähnten Determinante ]/^ zu 
multipliciren. Dann werden sämmtliche Adjuncten von 12^^^ bis 
symmetrische Functionen der Wurzeln der Gleichung (33), 
und sie lassen sich rational durch die Coefficienten Xi und 
deren Ableitungen nach t ausdrücken. 

Am Einfachsten gestaltet sich die Sache, wenn m = 1 ; 
die Eesolvente lautet in diesem Falle 



yl") .... y' 


y 
y» 


• 


1 


• 




• •• 

1 • • • 2/r' 


3/II1 ■• • • yn~i 


yn-i 


• . . • 

1 . . . yn—l 



= 0, 



d.h. 



(y) 



y(n) 


y{n-l) 




... y' 




y 


So,n 


So, n— 1 




• • • ^01 




^00 


. • ■ 




. 


'" Sn 

... 


• 


^10 

• • 


Sn — 1, n 


Sn — 1, n- 


-1 


• • • Sn-l, 


1 


Sn—l, 



0, 



wobei 

«...=yJ^+j/5'-^ + - + y5:_.^^, t=o,i,...n > 

Die Berechnung der symmetrischen Functionen 5^,^ kommt, 
wie gesagt, immer auf rationale Processe zurück, doch dürfte 
eine einfache Methode ihrer Herleitung zur Zeit noch aus- 
stehen. 

Anwendung auf die trinomische Gleichung. 

Wenn in der vorgelegten algebraischen Gleichung (33) 
mehrere Zwischenglieder fehlen, wie etwa bei der trinomischen 
oder quadrinomischen, so treten natürlich in dem geschilder- 
ten Verfahren gewisse Modificationen ein. 

Es möge die trinomische Gleichung 

(a) x^y"" + Xs^"-' + Xn=^0 

mit rationalen ganzen Coefficienten in t vorgelegt und die 
Differentialresolvente in Bezug auf ^ = ^ . gesucht sein. 
Mittelst der Substitutionen 
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stellen wir die Normalform 

(c) ly»» + |i2«-* + 1 = 

her und versuchen für diese zunächst ein System simultaner 
Resolventen, dann aber eine einzige Resolvente in Bezug auf 
ly»» = g abzuleiten. 

Dififerenziren wir (c) einmal nach | und multipliciren 
hinterher mit if^~^, so lässt sich das Resultat in der Form 

drT ^_ m{n-s) [a^ , ^-^ 1 ^m^s 
dt n(m—s) l^dä'^ n— sJ ' 



(m — 8) 

geben, wo die Veränderliche iy"*~* symbolisch als Factor ge- 
zogen wurde. Dififerenzirt man nochmals nach | und ersetzt 

^g sogleich wieder durch die rechte Seite der letzten Glei- 
chung, in welcher m — s statt m zu schreiben ist, dann folgt 

dä^ nHm—28)l^dä'^ n-s JL^dä'^ n-sJ' 



Wiederholt man diesen Process, bis links die ft*® Ableitung 
erscheint, so hat man 

Die Normalform (c) ändert sich nicht, wenn die Buchstaben 
s niit n — s und i? mit — vertauscht werden, und mit Rück- 
sieht hierauf kann der Gleichung (d) noch die andere 

an die Seite gestellt werden. 

Schreibt man in (e) ^s — m statt m, so enthält die neue 
Gleichung die Potenzen rj^—^"* und i^»«— /<«+»'(»— «)• das würden 
aber genau die Potenzen sein, welche in (d) vorkommen, falls 
die Zahlen (i und v so gewählt werden, dass 

— (IS -j- v(n — s) = 0. 
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Setzen wir voraus, dass 5 und n — s relativ prim sind, da 
anders der Grad der trinomischen Gleichung erniedrigt werden 
könnte, dann kann die letzte Bedingung in positiven ganzen 
Zahlen nur durch 

ft = n — s und v = s 

befriedigt werden. 

Die Gleichungen (d) und (e) gehen hierdurch über in 

, px d"-* rT _ (— l)""*m (n — sf "* 



d r"* n"-* {m—in — s) s) 



n- 



s—1 



und sie stellen nunmehr ein vollständiges System linearer 
Differentialgleichungen mit nur zwei abhängigen Veränderlichen 
1^"* und i^'w-C«-*)» dar. 

Eliminirt man schliesslich noch die letztgenannte Potenz, 
so entsteht 



(h) 



^ — 1 n — 8 — 1 

^» = ^iiL^rfi + —r-Jii LSdi + -^d^' 



/r = U X: = ü 






also die in Studie XIX, S. 246 gefundene Differentialresolvente 
der Normalforra. 

Von dieser kann man mit Hilfe der Substitutionen (b) 
zur ßesolvente der allgemeinen trinomischen Gleichung (a) 
gelangen; wir begnügen uns jedoch damit, auf solche Weise 
die speciellere Gleichung 

(k) y« + aPy""-' + ht^ = 0, tf^ = z 

zu behandeln. Hier ist 

m mq s np—itq 

t = b~"^t~~'^ z, g = al~'^t "^ , 
und mittelst dieser Substitutionen erhält man aus (h) 

Heymakn, Studien. 19 



290 Studie XX. Transcendente Auflösung 



z/a"Z>~"^'*^~*5 



mi+'-^'^-f-'-'] 



n — s — l 



nr. d , k(np — sq) + «i(p — q)l 
r Tl "T fT-S J 



k = i) 



als Differentialresolvente von {Je).*) 

XIX. Znsainiiieiiliang zwischen den Differentialresolventen and Reihen. 

Es giebt einen, wenn auch indirecten Weg, welcher unter 
Umständen viel bequemer und schneller zu der Differential- 
resolvente einer algebraischen Gleichung führen kann, als der 
vorhin angegebene. Derselbe besteht darin, dass man für die 
Reihen, welche die Wurzeln der Gleichung darstellen, lineare 
Differentialgleichungen aufsucht. — Sind die Reihen hyper- 
geometrische, so ist man aller Arbeit überhoben, weil 
man für diese die Differentialgleichungen unmittelbar kennt. 

Solclies findet beispielsweise bei der trinomischen Glei- 
chung**) 

(a) y"" + ^2/"-* -j- 1 = 0, y^* = ;8? 

statt, welche nach Abschnitt XVI die Lösung 

^ = x'^{Aq + A^t'\ 1- ^„_iT«-i}, T« + 1 = 0, 

A ^(J-X^) , F(a + n) Fia + 2n) | 

^^—^1 a! + {a + n)\ ^ ^ (oc + 2n)l ^ ^ P 

(a = 0, 1, 2, . . . M — 1) 
besitzt. Hier ist 

F{a + «) = /(a)F(«), 
wo /*(«) eine ganze Function n^^ Grades 



*) Die hier benutzte symbolische Bezeichnung erweist sich bei der 
Darstellung der Differentialresolventen ausserordentlich zweckmässig. 
Man findet über diese Symbolik Näheres in Boole's Treatise on Diffe- 
rential Equations und in Forsyth's Lehrbuch der Differentialgleichungen, 
deutsch von Maser. — Vergl. ausserdem Aufgabe Nr. 60 im Anbang 
der vorliegenden Studien. 

**) Vergl. Studie XIX, Abschnitt Vf. 
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f{a) = J{a — a^{(x — a^) . , . (a — «n-i) 

bedeutet, deren Verschwindungswerthe a* an der genannten 
Stelle ersehen werden können. 

Aus der Theorie der hypergeometrischen Functionen 
höherer Ordnung ist aber bekannt, dass eine DiflFerential- 
gleichung von der Form 

das folgende allgemeine Integral besitzt 

^ = C^O^O + Ci^l H f- Cn-l^n-l, Ca = COUSt, 

wenn 

'.-'•|^' + ^+^'-+--l. (.-0,1.2,.....-.), 

F{a + n) = fla)F{a). 

Nun lehrt eine Vergleichung dieser Resultate mit den obigen, 
dass (b) die Dififerentialresolvente von der Gleichung (a) dar- 
stellen muss, wenn für f jene ganze Function gesetzt wird, 
welche in der zur trinomischen Gleichung gehörigen Reihen- 
entwickelung auftritt, und welche nach Abschnitt XVI folgen- 
dermassen lautet 

Was die allgemeine Gleichung 

« 

anlangt, so war deren Lösung in Reihen (Abschnitt III) 

(5) g = r'» jl + ij«-(Ma;,T) + ;|-Ö'^(tta;,T) + -"j = T"'e=''<'"'''), 

k—i *- -' 

h = Zvy T'* + 1 = 0, 

wobei wir auch auf Abschnitt VIII hinweisen wollen, in 
welchem eben diese Lösung nach Potenzen von r geordnet 



(1) 



19 



« 



292 Studie XX. Transcendente Auflösung 

ist. — Wir stossen hier auf Reihen; die bisher wohl noch 
nicht untersucht worden, sind; man kennt auch nicht die 
Differentialgleichungen, welche durch Reihen von ähnlicher 
Bauart befriedigt werden. 

Indessen kann man wenigstens so viel aussagen, dass die 
Coefficienten d- im Falle der quadrinomischen Gleichung 
abbrechende hypergeometrische Reihen höherer Ordnung 
sind. Auch im allgemeinen Falle, wo (5) die Lösung einer 
beliebigen (Je -\- 1) - gliederigen algebraischen Gleichung vor- 
stellt, haben die -ö* den Charakter abbrechender hyper- 
geometrischer Reihen, aber solcher, die von k — 2 Ver- 
änderlichen abhängen. 

Bei der quadrinomischen Gleichung 

(«) n"" + ^.'»?'*~* + Xrfi''-'' 4-1=0, ly'^' = £; 

ist 

X 

Bezeichnen wir d^'(uXjr) kurz durch ® und setzen —=Xy 

Xr > Ä?,, so genügt ® der hypergeometrischen Differential- 
gleichung 

'7» — 1 r — « — 1 

n\j^h ~ *] * JT[(^ "" ^)^ rf^ + ^^^~^ l)+m— Ar— 7?(r— s)j @ 

n— 1 



(ß){ +(-i)"^"JTt£+*-^*] 



r — << — 1 



X j 2 [(r — s)^ T- + kn '\-m-\- h(n — r)j& 

k={) 

Dieses Resultat kann leicht bestätigt werden, wenn man auf 
die Recursionsformel zurückgeht, welche zwischen 



= 0. 



(^Z:^) und (^) 



x=0 x=0 

besteht. 

Indem wir uns für jetzt damit begnügen müssen, eine 
schwierige Aufgabe mehr gekennzeichnet als gelöst zu haben, 
fügen wir noch einige Bemerkungen über partielle Diffe- 
rentialresolventen hinzu. 
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XX. Partielle Differentialresolventen. 
Sieht man in der Gleichung 

(35) a^y« + a^y''-^ -\ h «n-i^ + «« = 0, y»" = ^ 

sämmtliche Coefficienten a,- als unabhängige Veränderliche 
an, so folgt aus den Darlegungen des Abschnitts XVII, dass 
nachstehende Entwickelungen existiren * 

IJ^ = «{«0 + ^y + ■ • • + 8l»-iy"-M, 

1^ = ;.{S5o+ S3,y + • • • + S5„_ir-M., 

d. h., dass alle möglichen partiellen Differentialquotienten in 
der angezeigten Weise als ganze Functionen (n — 1)*®'^ Grades 
von y dargestellt werden können. 

Richten wir unsere Aufmerksamkeit zunächst nur auf 
die partiellen Ableitungen erster Ordnung, so gilt Folgendes: 

A. Wenn alle ^, (i = 0, 1, 2, . . . w) aufgeschrieben 

werden, so kann man sich aus diesen n + 1 Gleichungen die 
71 Potenzen y^ bis j/'*"^ eliminirt denken und gelangt zu der 
Gleichung 

/nn\ dz . dz . . dz f. 

(36) «oa-^ + «iä^ + --- + «»ä^ = 0, 

welche an sich bekannt ist und nichts Anderes ausdrückt, als 
dass eine homogene Function nullten Grades der a»- ist. 

B. Wenn alle ■^, ausgenommen eines, aufgeschrie- 
ben werden, so kann man aus diesen n Gleichungen die 
n — 1 Potenzen y bis y^"^ eliminiren und gelangt zu einer 
homogenen linearen Gleichung, in welcher die betreffende 
Ableitung fehlt, dafür aber je? eingetreten ist. Zu jener 
Differentialgleichung kommt man noch schneller auf folgen- 
dem Wege. 

Man substituire in (35) 

ttp == «^ , (i? = 0, 1, . . . n), Q unbestimmt. 
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dann ist y eine homogene Function vom ersten, z eine solche 
vom m^"^ Grade der Veränderlichen Op, mithin gilt die Glei- 
chung 

dz , dz . , rz 

oder weil 

ndz . , . dz 

so ist 

(37) Qü-o -^-^^ + ((> + l)«i |,J H [-((> + ^0«" -^«^ = w»^- 

Wählt man q so, dass eines der Glieder verschwindet, so hat 
man die gesuchte Diflferentialresolvente. 

C. Die letzte Betrachtung lässt sich leicht auf die 
höheren Ableitungen ausdehnen. Weil eine homogene 
Function m^^ Grades der Op war, so ist symbolisch 

/ dz . ,^ dz\^ f ,. 

Nun foljrt durch DiflFerentiation 



^^^ dz 



<^« — J + ^0^ - = ((>+ P) I " — :,- + <^fp ^~ I > 
p ^«2 -r / ^^^^^ V^ -1- i^; ^^ p .^, T P ^^,J y 

und dieses giebt oben eingesetzt 

\^"o ^ + (p + 1)«. !"„' + • • + (p + ")«« -^1 ' 1 

+ l9\-!i+i9 + iy\il + --- + i9+nya„ ^^ J 

Hierin kann man über q noch nach Gefallen verfügen; auch 
sei bemerkt, dass die bisher gewonnenen Resultate ihre Giltig- 
keit behalten, wenn die Gleichung (35) unvollständig ist, 
also etliche der a,- Null sind. 

Von höherem Interesse, aber auch viel schwieriger zu 
entwickeln, sind jene partiellen DiflFerentialresolventen der Glei- 
chung (35), welche eine kleinere Anzahl von unabhängigen 
Veränderlichen enthalten. 

D. Denken wir uns etwa Uq und a„ constant, jedoch 
nicht Null, ein Fall der für unsere früheren Entwickelungen 
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die Grundlage bildete, so sind wir nicht mehr in der Lage, 
eine Resolvente erster Ordnung abzuleiten, denn aus den 
n — 1 Gleichungen 

||- = z[% + %y-\-... + 2C„_ir-M, (i = 1, 2, ...» - 1) 

würde man im Allgemeinen nicht die n — 1 Potenzen y bis 
y'*—^ eliminiren können. Nehmen wir aber zu diesen Glei- 
chungen noch irgend eine Gleichung zweiter Ordnung 

|^ = «{S5o+S3iy+--+93„-ir-M, (» = 1,2,. ..» - 1) 
oder 

hinzu, so wird die Elimination ausführbar*). Wir können 
also folgendes Resultat aussprechen: 

*) Die üinzunahme einer Gleichung zweiter Ordnung kann man 
sich ersparen, wenn m eine ganze Zahl bedeutet. Es läset sich dann, 
ähnlich wie am Schiasse des Abschnittes XVII, eine lineare Differential- 
gleichung aufstellen, welche von der ersten Ordnung, "aber nicht 
homogen ist. 

Nehmen wir als einfachsten Fall m — ^^ also z = y, so lautet jene 
Besolvente 

wobei die Ä., B und C noch näher zu bestimmende rationale Functionen 
der a- sind. Zwei der a., etwa a und a sollen constant gedacht 

werden; demgemäsa fehlen in der Resolvente zwei Ableitungen "^ 

^ ^^ 

und -TT^ , und man hat im Ganzen nur n + 1 homogene Coefficienten 
^% ■ 

zu bestimmen. Am Einfachsten geschieht dieses, wenn man in die letzte 

Differentialgleichung direct 

V,— = — ^ö — I (r = 0, 1, . . . n, ausgeschlossen p, q) 

einführt, unter qp das Gleichungspolynom von (35) verstanden. Man 
erhält hierdurch rechts eine ganze Function {n — 1)*®° Grades, links 
eine solche vom n*®^ Grade, welche letztere sich aber mittelst der Glei- 
chung (35) auf den (n — Ij^ Grad herabdrücken lässt. Setzt man die 
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Werden in einer vollständigen (n -|- l)-gliederigen Glei- 
chung 

(35) a^tf" + a^tf"-^ h an-ij/ + a« = 0, y"" = z 

sämmtliche Coefficienten a,- veränderlicli gedacht, ausge- 
nommen irgend zwei, so lassen sich die gesammten 
zweiten Ableitungen 

und 



daj da^oa 



k 



dz 
linear durch die Ableitungen erster Ordnung -ö— und z aus- 
drücken. Mithin giebt es für jene algebraische Gleichung 
^^^r" lineare partielle Differentialresolventen zweiter Ord- 

nung. 

Es versteht sich von selbst^ dass man durch Elimination 
der niederen Ableitungen aus diesen Eesolventen unter sich 
noch andere von derselben Ordnung bilden kann. — Die par- 
tiellen Resolventen zweiter Ordnung haben insofern eine 
fundamentale Bedeutung, als man aus ihnen durch fortgesetzte 
Differentia,tionsprocesse alle höheren Resolventen ableiten 
kann und dabei nicht mehr auf die unbequeme Darstellung 
durch ganze Functionen der Veränderlichen y zurückkommt. 

E. Wenn die Gleichung (35) unvollständig ist, also ge- 
wisse Coefficienten a^^ aqy u. s. f. gleich Null sind, so hat 
man neben den Resolventen zweiter Ordnung noch so viele 
höherer Ordnung aufzustellen, als zur Elimination der fingirten 
Ableitungen nach Op, Uq, u. s. f. erforderlich sind. 

F. Von den partiellen Differentialresolventen kann man 
durch einen Eliminationsprocess auch zu den totalen über- 
gehen. — Denken wir uns, um wieder den oft erwähnten Fall 

Coefficienten gleicher ^-Potenzen einander gleich, so bekommt man zur 
Bestimmung der A^, B und C die hinreichende Anzahl von linearen 
Gleichungen, aus denen hervorgeht: 

iiA^ « (n — p + 1) (r — q)aj^^a^a^ + (n — q + l)(p^ '^)<*p<^q-i<^r 
4.(n -r + l){q-p) apa^a^__^ , 

^B (n — p + 1) a^i «j + (w - 2 + 1) «p %_i, 

fiC= (p — 9)^p%f (f* ßiö Proportionalitätsfactor). 
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herbeizuziehen, die Coefficienten a^ und a„ der Gleichung (35) 
constant^ die übrigen Coefficienten aber abhängig von einer 
einzigen Veränderlichen t, so etwa, dass 

Ö5j9 = ccpt, (p = 1, 2, . . . w — 1), «p = const, 
dann haben wir 

dz dz , dz . . dz 

d'^z r dz , dz , . dz V 



dt' 



( dz , dz . , dz y 



Da sich aber nach D. alle höheren partiellen Ableitungen 
von der zweiten ab linear durch die efsten und durch ^ aus- 
drücken lassen, so lassen sich auch alle totalen Ableitungen 
in dieser Weise anschreiben. Es ist also 

d^z n ^^ i n ^^ \ in ^^ i 

5^ = ^1 äS: + ^^ ä^ + • • • + ^'»-1 d^, + ^^' 
d? = ^1 äi + ^2 ä^ + • • • + ^«-1 äsfr, + ^^^ 

wobei Gif Hi, g, h von t, nicht von abhängige rationale 

Functionen bedeuten. 

Entwickelt man in dieser Weise sämmtliche Ableitungen 

d^z 

— nr bis Ä = n, SO kann man aus jenen n Gleichungen die 

dir 

n — 1 partiellen Ableitungen eliminiren und gelangt zu einer 
homogenen linearen Diflferentialgleichung w*®' Ordnung 
zwischen und t, welches die gesuchte totale Differential- 
resolvente ist. 



Viertes Kapitel. 

Transformation nnd Integration der linearen 
Differenzengleieliungen. 

Studie XXI. 

Ueber eine besondere Behandlungsweise der linearen 

Differenzengleiohungen. 

Während das Intögrationsproblem der nicht linearen Dif- 
ferenzengleichungen ganz ausserordentliche Schwierigkeiten 
aufweist und in überraschender Weise von dem der Differen- 
tialgleichungen abweicht, gestaltet sich die Sache bei den 
linearen Diflferenzengleichungen viel einfacher. Man kann auf 
Grund der Analogie beinahe jedes Theorem, jedwedes Er- 
gebniss, welches sich nur irgendwie in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen vorfindet, mit naheliegender Abänderung 
auf die Diflferenzengleichungen übertragen. 

Bei der secundären Bedeutung der Diflferenzengleichungen 
dürfte es zweckmässig sein, wenn man von der Verwandt- 
schaft zwischen ihnen und den entsprechenden Differential- 
gleichungen möglichst ausgiebigen Gebrauch macht, d. h. die 
fertigen Resultate aus der Theorie der Differentialgleichungen 
in jene der Diflferenzengleichungen herüber nimmt, wo es nur 
angeht. 

In der That bietet sich auch ein Mittel dar, durch wel- 
ches die Betrachtung der linearen Diflferenzengleichungen mit 
algebraischen Coefficienten auf entsprechende Differentialglei- 
chungen zurückgeführt wird, und dieses besteht darin, dass 
man letztere sammt ihren Integralen h mal nach der unab- 
hängigen Veränderlichen x diflferenzirt und die so erhaltene 
Recursionsformel als Differenzen gleichung mit der unabhängigen 
Veränderlichen h ansieht. 
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Bevor wir verschiedene Einwände, die gegen eine solche 
Behandlungsweise erhoben werden können, hinwegzuräumen 
versuchen, wollen wir unter diesem Gesichtspunkt die hyper- 
geometrische Diflferenzengleichung zweiter Ordnung integriren. 

I. Hypergeometrische Differenzengleichiiiigeii zweiter Ordnung. 

A. Die Normalform und ihre Integrale. 
Aus der Gauss 'sehen Differentialgleichung 

(1) x{l - x)y"+ [y - (« + |3 + l)x]y'- aßy = 

folgt durch h-isiche Differentiation nach x 

(2) x(l — a;)j/(''+«> + [(1 - 2x)h + y - (« + /3 + l)a;]j^(*+i) 

und diese Gleichung, in welcher von jetzt ab /) die unab- 
hängige*), y(*> = y{h) die abhängige Veränderliche sei, be- 
zeichnen wir als Normalform der hypergeometrischen Diffe- 
renzengleichungen zweiter Ordnung. 

Nach der Eummer'schen Transformationstheorie giebt 
es 24 lutegralformen, welche der Gleichung (1) genügen; 
doch sind von diesen immer je vier einander gleich, so dass 
wir nur sechs Hauptlösungen anzugeben haben, nämlich 

Vi = F{«, ß, y, x) , 

y^=F{a,ß,a-\-ß-y\- \,\-x), 

1/3 = a;'-)' F(« - y + 1, /3 - y + 1, 2 - y, a;), 

(3) { 2/4= (1 - x)y-<'-!>i\y - «, y - /3, y- « - |3 -f 1, 1 - a;), 

y5 = ar-«^(a,a-y+ l,a-/S+ 1, -^), 

y« = x-/* JP' (/3, /S - y + 1, ^ - a -f 1, -^) . 

Daraus gehen durch Differentiation folgende sechs Haupt- 
lösungen der Differenzengleichung (2) hervor. 



"*") Die unabhängige Veränderliche mit h zu bezeichnen und in 
Form eines Exponenten anzuschreiben, ist sonst nicht gebräuchlich. Es 
bietet aber den Vortheil, dass wir in der conventionellen Bezeichnung 
der Dii^erentialgleichungen , die bei unseren Betrachtungen immer mit 
in Frage kommen, keine Aenderungen zu treffen haben. 



(4) 
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y*) = (_l)*ar-»r(y-l+A)J?'(a-y+l,/3— y+l,2-y-/t,a;), 
yf)={l-x)-''na-{-ß-Y+h)Fiy-cc,Y-ß,r-«-ß+i-hA-x), 

y(/.)= (_ i)»ar-*r(a +h)F{a + h,a-y+l,a-ß+l,^), 
t/W = (- lyx-Tiß +K)F{ß + h,ß-y+l,ß-a + l,^). 

Hier bedeutet durchweg F{cc, /5, y, x) die gewöhnliche 
hypergeometrische Reihe; die periodischen Integrationscon- 
stanten und sonstigen Constanten, die von ersteren aufgenom- 
men werden können, sind fortgelassen worden. 

Wir lassen nun alle auf obige Lösungen bezügliche 
Fragen, die irgendwie in der Theorie der Diflferentialgleichungen 
ihre Beantwortung schon gefunden haben, wie etwa die Dar- 
stellung durch bestimmte Integrale, durch höhere Diflferential- 
quotienten und durch Schwarz'sche Irrationalitäten, ebenso 
die Convergenzuntersuchungen bei Seite, denn es kommt uns 
hier mehr auf eine Translocation der Aufgaben, als auf deren 
Discussion an. — Wesentlich aber ist es, unsere obige Ent- 
wickelung von gewissen Beschränkungen zu befreien. 

a) Zunächst wollen wir die Unbestimmtheit heben, welche 
darin liegt, dass bei der ^-fachen Differentiation der Glei- 
chung (1) eine ganze Function (h — 1)*®^ Grades in x mit 
völlig beliebigen Coefficienten, welche etwa auf der rechten 
Seite von (1) vorkommt, verschwindet. 

Da sich diese Frage auch bei anderen Gleichungen 
wiederholen würde, so betrachten wir allgemein: 

(a) X„ yC) + X„_xt/(«-« + . . . + Xiy'+ X,y = q, (yW = g) 

und setzen zuerst voraus, dass die Coefficienten X»- ganze 
rationale Functionen von x sind, deren Grad nie die Ord- 
nungszahl der damii multiplicirten Ableitung über- 
steigt; der Grad von j sei Ä — 1. Das allgemeine Integral 
dieser Gleichung setzt sich zusammen aus dem Integral der 
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reducirten Gleichung und einem Supplementintegral*), welches 
in einer ganzen Function (Ä — l)*®"^ Grades besteht. Diflfe- 
renziren wir die letzte Differentialgleichung sowie ihr all- 
gemeines Integral % mal nach x, so entsteht 

d. h., eine Differenzen gleichung bezüglich y^^'\ in welcher die 
Coefficienten Hi ganze rationale Functionen von h sind, deren 
Grad zugleich durch den Index i angegeben wird, diesen we- 
nigstens nirgends übersteigt. 

Das Supplementintegral, welches insbesondere die Coeffi- 
cienten von q mit enthält, verschwindet bei der Ä-fachen 
Differentiation, und es ist daher das vollständige Integral der 
Differenzengleichung (b) nichts anderes als die h^ Ableitung 
des vollständigen Integrales der reducirten Differentialgleichung 
(a), so dass die Function q das Integral von (b) in keiner 
Weise beeinflusst. 

Uebersteigen die Gradzahlen der Coefficienten X,- die 
Ordnungszahlen der mit ihnen multiplicirten Ableitungen im 
Maximum um die Zahl m, so entsteht aus (a) bei Ä-facher 
Differentiation eine Differenzengleichung, welche die Ablei- 
tungen y(*+») bis y(''— "») enthält, also von der (m -f- w)*®** Ord- 
nung ist. In diesem Falle entspricht dem q ein Supplement- 
integral, welches aus einer ganzen Function (Ä — m — 1)*®^ 
Grades und aus m weiteren Supplementen besteht, welche 
letztere gewisse im Allgemeinen transcendente Functionen sein 
werden, die übrigens auch mit m willkürlichen Constanten 
multiplicirt sind, sobald die Coefficienten von q als willkürlich 
angesehen werden. 

Bei der Ä-fachen Differentiation des Supplementintegrales 
verschwindet wieder die ganze Function, während die h^^ 
Ableitungen der m Supplemente im Verein mit den n übrigen 
Integralen das vollständige der Differenzengleichung liefern. 

Wir können den letzten Vorgang, obschon damit in der 

*) Unter dem Supplementintegral verstehen wir nach dem Früheren 
jene einfachste Function, welche in den homogenen Theil X^ y^"^ + ••* +^0^ 
eingeführt, den zweiten Theil q identisch erzeugt. Vergl. hierüber 
Studie XV. 
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Ausführung nichts vereinfacht wird, auch kürzer folgender- 
massen formuliren: üebersteigen die Gradzahlen der Coeffi- 
cienten X,- die Ordnungszahl der mit ihnen multiplicirten 
Ableitungen im Maximum um die Zahl m, so differenzire man 
die Gleichung zunächst mmal nach X] die so veränderte 
(reducibele) Gleichung gehört dann in die Anfangs betrachtete 
Klasse. — Auf diese Klasse wollen wir auch alle unsere 
Untersuchungen beschränken. 

ß) Wir haben bisher h als ganze positive Zahl voraus- 
setzen müssen. Dass diese Beschränkung für die DiflFerenzen- 
gleichung und ihre Integrale, sobald letztere in Reihen oder 
bestimmte Integrale umgesetzt sind, nicht statt hat, steht zu 
erwarten, bedarf aber noch eines Beweises. 

Was die vorhin aufgestellte Normalform der hypergeome- 
trischen Differenzengleichungen zweiter Ordnung anlangt, so 
braucht man die Integrale y^^^ bis yf^ aus Nr. 4 nur in die 

Gleichung (2) einzuführen, um auf wohlbekannte Identitäten 
zu kommen. Nach einer sehr naheliegenden Buchstaben- 
veränderung erhält man nämlich in Bezug auf das Functions- 
zeichen F gewisse Gauss 'sehe totale Differenzengleichungen 
zwischen 



(Ä) 

(A) 



(Ä) 



F,F(a+l,ß + l,y+l),F{a + 2,ß + 2,y + 2\weiiny[')odeiy 
F,F(a,ß,y+l), JP(«, ft y - 1), „ yW „ y^l 

F,F{a+l,ß,y), F{a^\,ß,y\ „ yf „ y\ 

eingesetzt werden. Das vierte Element ist hier weggelassen. 
Es versteht sich von selbst, dass man die Betrachtung 
von vorn herein bei einer dieser Gleichungen beginnen, also 
den Differentiationsprocesa vermeiden könnte. Da man aber 
von jenen Gleichungen immer nur ein Integral kennt, eben 
jF(a, /3, y, x)j so müsste man sich noch auf das ziemlich um- 
ständliche Transformationsproblem einlassen. — Gauss beweist 
die Existenz jener linearen Beziehungen zwischen benach- 
barten Functionen bekanntlich so, dass er die Eeihe einträgt 
und das identische Verschwinden des Coefficienten von x^ 
zeigt. Da dieses Verfahren in allen Fällen anwendbar bleibt, 
in denen man es mit einer übersichtlichen, convergirenden 
Reihe zu thun hat, so können die durch Differentiation 
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gewonnenen Integrale nachträglich meist leicht verificirt 
werden. 

Endlich sei ausdrücklich noch bemerkt, dass wir die 
DiflFerenzengleichungen, wie sie durch Diflferentiation als Re- 
cursionsformeln aus DiflFerentialgleichungen hervorgehen, nicht 
etwa als etwas Neues hinstellen wollen. — So hat Herr 
J. Thomae in seinen Arbeiten über diesen Gegenstand wieder- 
holt auf den Zusammenhang, der hier stattfindet, aufmerksam 
gemacht und die Resultate der einen Theorie mit denen der 
andern verknüpft. Unseres Wissens ist aber nirgends das 
oben erwähnte Mittel der Differentiation dazu benutzt worden, 
um die Integration von Differenzengleichungen in solcher 
Kürze zu bewerkstelligen, als es wirklich möglich ist. 

Nach diesen Bemerkungen, deren Inhalt sich zumeist auf 
vorliegende Studie im Allgemeinen erstreckt, kehren wir noch 
einmal zu der hypergeometrischen Differenzengleichung zurück 
und behandeln: 

B. Differenzengleichungen, welche auf die Normal- 
form (2) zurückkommen. 

Der Normalform (2) entspricht die allgemeine Gleichung 

(5) Äz^'-^^) + (B + Ch) ^(*+i) + (D + Eh + Fh^)g^^) = , 

und will man letztere auf erstere zurückführen, so ertheile 
man der Gleichung (5) die Form 

(6) aj8f(*+2) + (6 + cÄ)^*+i) - (« + h){ß + ä)äW = 0. 

Die Substitution z^^^ = Q^y^^\ wo q eine zu bestimmende Con- 
stante bedeutet, liefert 

a^2^(Ä+2) + (& + cÄ)9y('*+i^ - (« + Ä)(/3 + A)yW = 0, 
und das wird mit der Normalform (2) zusammenfallen, wenn 
üQ^ = x(l — x), 69 = y — (a + /3 + l)x, C9 = 1 — 2x, 
Hieraus folgt aber 

(7) p=--=4^, y = 69 + (« + /3 + l)a;, a;='--^, 

y4a + c' ^ 

wodurch alle Parameter bestimmt sind. 

Das Wurzelzeichen in dem Ausdruck für q bringt in die 
Transformation eine Zweideutigkeit hinein, die sich leicht be- 
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seitigen lässt. Transformirt man Dämlich die Gleichung (5) 
zunächst mit positivem q in die Normalform 

«i(i - ^i)yi''+'' + [(1 - 2«,)Ä + ri - («1 + ßi + i)^]yf+" 

- («1 + Ä)(A + Ä)y<*) = 0, 

SO kann man auf letztere die Transformation von Neuem an- 
wenden; für diese ist 

9 = + 1 oder — 1 

r= Vi ;; «1 + /Ji — yi + 1 

Die erste Gruppe ändert in der Beschaffenheit der Parameter 
nichts; die zweite lehrt, dass der Gleichung (2) auch hyper- 
geometrische Reihen genügen, welche nach Potenzen von 
1 — X fortschreiten, ein Umstand, welcher schon bei den 
Integralen unter Nr. 4 hinreichend berücksichtigt ist. 

Sehr einfach lässt sich nun die Integration der Diffe- 
renzengleichung*) 

(8) {A + Bhy^^^^) + (C + Bh)v^f^+^) + {E + Fhy^) = 

erledigen. Denn giebt man dieser die Form 

a(a + h + l)t;(W) + (6 + cÄ)i;(*+i) — (ß + h^^'^ = 0, 

so führen zwei Substitutionen, nämlich 

(9) vW = J_^ und t;<*) == (- iy'^^^'^r(l — a — h) 

zu der oben bemerkten Gleichung (6). Die erste Substitution 
ist zu benutzen, wenn real (a -f- Ä) > 0, die zweite, wenn 
real (a + Ä) ^ 0. 

Die Umgestaltung der algebraischen Differenzengleichungen 
mittelst Gammafunctionen, wobei die letzterwähnte Auswech- 
selung stets in Frage kommt, tritt so häufig auf, dass wir 
der Kürze wegen Ausdrücke, wie 

m ^^^ tA 

als complementäre bezeichnen wollen. Der Zusammenhang 

*) Die Gleichung (8) hat Herr Thomae in directer Weise inte- 
grirt. — Vergl. d. Abhandl. „Die Recorsionsformel etc." Zeitschr. f. M. 
u. Ph., 14. Jahrg. S. 349. 
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solcher complementärer Gammafunctionen spricht sich in der 
Gleichung 

mm - Ä) = ^ 

aus, deren rechte Seite sich für unseren Fall nur in der Form 
(~ ly geltend macht. 

Auf Gleichung (6) kommt endlich auch die Differenzen- 
gleichung 

(10) {A-{-Bh+ Ch^)v^^+^) + (-D + Eh)v^'^+^) + Fv^''^ = 
zurück, wenn man ihr die Form 
a(a + A + l)(/3 + Ä + 1^^+^) +Q> + cA)t;(*+i) — v^ = 

ertheilt und die Substitution 

M 

eventuell mit einer oder zwei complementären Gammafunc- 
tionen benutzt. — Gleichung (10) ist übrigeus nichts anderes 
als Gleichung (5), wenn in letzterer h negativ ist; dieser Fall 
bedarf daher einer besonderen Discussion nicht. 

C. Besondere Fälle der Normalform. 

Die Zurückführung der Gleichung (5) auf die Normal- 
form (2) ist in einigen Fällen nicht möglich, insbesondere 
dann, wenn sich für eines oder zwei der Elemente a, /3, y 
unendliche Werthe ergeben. 

a) So versagt die Transformation z. B., wenn 4a -f- c*= 0, 
d. h. (> = cx). Mit Q wächst aber auch y ins Unendliche. 

Um nun diesen Fall zu erledigen, substituire man in die 
Normalform (2), sowie in das fünfte und sechste Integral 
unter Nr. 4 

und gehe dann zur Grenze y = co über; es entsteht 
(12) — ri?('*+2) + [1 - 2|Ä — (« -f /3 + l)|]i?(''+^) 

— (cc + h)(ß + h)ri^') = 0, 

Auf diese neue Normalform kann die Gleichung (5), be- 
ziehentlich (6), wenn 4a -f- c^ = 0, sicher gebracht werden, 
und ihr genügt 

Heymann, Studien. 20 



(13) 
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i,(*)=(-l)*g-*r(a+Ä)J'(«+A, «-y+l, a-^+l, ^) 



y=oo 



Ein zweites Integral folgt am Einfachsten durch Yertauschung 
der Elemente cc und ß unter sich; andere aber aufzustellen 
ist nicht nöthig, weil die Reihe für jedes endliche | con- 
vergirt. 

b) Verschwindet in (5) der Coefficient Fy so wird a 
resp. ß unendlich gross sein, und an Stelle der Gleichung (6) 
wird folgende zu treten haben 

(14) a;^(*+2) 4- (6 -f. cÄ);?('*+i) - (a + h)0^'^ = 0. 

Eine passende Normalform mit fertigen Integralen, auf welche . 
(14) durch jeK*) = (>*i^W gebracht werden kann, wird dadurch 
gefunden, dass man in die Normalform (2) und in das erste 
und dritte Integral unter Nr. 4 die Substitution y^^)=ß^r^(^ 
macht und zur Grenze /3 == oo übergeht. Die neue Normal- 
form ist 

(15) |l?(*+2) + (y + Ä - g)l2(*+l) — (« + Ä)l^W = 0, 

und die zugehörigen Integrale lauten 

(16) , ''=" ,, 

Letztere convergiren für jedes endliche |. 

Da solche Grenzübergänge, wie die eben dargestellten, 
durch die Untersuchungen von Herrn Kummer über die 
hypergeometrische Reihe*) hinlänglich bekannt sind, so geben 
wir für die Fälle a = jj = oo und jj = y = cx) nur die Nor- 
malformen der entsprechenden DiflFerenzengleichungen an; 
diese sind 

(17) |i2^'+*^ + (y + Ä)i2(*+i) — i^W = 0, 

(18) iy(''+2) __ i^(Ä-hi) _ (« 4- h)fi^^) = 0. 



*) Journal f. d. r. u. a. M., Bd. 15. 
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D. Das hypergeometrische Differenzengleichungs- 
system zweiter Klasse. 

Mit diesem Namen bezeichnen wir das System von simul- 
tanen DiSerenzengleichungen 

weil es ToUständig dorcli hypergeometrische Beihen integrirt 
werden kann. 

Die Normalform eines entsprechenden Differentialglei- 
chungssystemes haben wir in Stadie VII aufgestellt; sie lautete 

K^ — *; 

(20) 



(l-a;)^| + (y-a-%. + (^-y)y2 = 0, 



(21) 



(22) 



und die zugehörigen Integrale waren enthalten in 

Difierenziren wir die Gleichungen (20) Amal nach x, so 
entsteht 

(1 - a;)y(*+i) + (y- a- ß- h)yf) + (ß - y)yW = 0, 
X yf+i) + (a _ y)y(*) +(y + h) j/W - 0, 

und diesem System genügen offenbar die Ä*®° Ableitungen der 
Integrale von (21), d. h. aber: für y(*) treten die in Ab- 
schnitt (A) unter Nr. 4 aufgestellten sechs Hauptlösungen 
ein und für y^^^ ganz gleiche, nur dass y durch y + 1 er- 
setzt ist. 

Die früher gemachten Bemerkungen, welche sich auf das 
Verschwinden etwa vorhandener Supplementintegrale bezogen, 
lassen sich auf simultane Gleichungen fast buchstäblich über- 
tragen; man hat natürlich in einem System von n Gleichungen 
auch von n solchen Integralen zu sprechen. Für das System 
(20) liegt die Sache sehr einfach, weil der Grad der Coeffi- 
cienten nie die Ordnung der zugehörigen Ableitungen übersteigt. 

20* 
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Durch directes Eintragen der Integrale in die Gleichungen 
(22), rücksichtlich einer strengeren Bestätigung der Resultate^ 
würde man wieder zu Identitäten^ d. h. zunächst in Bezug 
auf das Functionszeichen F zu partiellen Differenzenglei- 
chungen gelangen^ die gewisse lineare Gauss'sche Beziehungen 
zwischen benachbarten Functionen darstellen. 

Indem wir jetzt (22) als Normalform des hypergeome- 
trischen Differenzengleichungssystemes zweiter Klasse ansehen^ 
haben wir nur noch zu zeigen, wie das System (19) in ersteres 
transformirt werden kann*). Führt man in (19) die linearen 
Substitutionen 

vf = an <) + a,-2 w;W (i = i^ 2) 

ein und löst sogleich nach w^^^ und w^^^ auf, so entsteht ein 
neues System, welches sich formell von (19) nicht unter- 
scheidet, aber die neuen Coefficienten o^ bis ^2 enthalten die 
disponibelen Substitutionscoefficienten üik. Man überzeugt sich 
leicht, dass die Coefficienten, welche dem d^ und ftg ®^*" 
sprechen, zum Verschwinden gebracht werden, wenn man die 

Verhältnisse -^ = Qi und -^ = Q2 so bestimmt, dass q^ und 

Q2 die beiden Wurzeln ein und derselben Gleichung 

h9' - (&i - »2)9 - Si = 

vorstellen. Wir dürfen von jetzt ab das System (19) in der 
Form 

^^^^Ä+i) ^ ^^B, - h)wf) + Ci<) = 

Ä^wf-^'^ + B^wf) + (C2 + A)w;(Ä) = 
voraussetzen, und dieses wird von (22) nicht * verschieden 



(28) j 



sein, wenn 



* 

wodurch allerdings den Zahlen Ay^ bis C2 die Beschränkung 
auferlegt wird, dass 

A,+ A2=l und ^1 + ^2 + Ci + C2 = 0. 

*) Ueber eine verwandte Transformation des Systemes w*®' Klasse 
vergl. Studie XXII. 
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Diese ist aber nachträglich leicht hebbar, denn fQhrt man 
in (23) w?^*) = Aift'*i/(j^^ und ^^^ = Agft^y^*^ ein, so treten an 
Stelle jener beschränkenden Bedingungen die Gleichungen 

(Ä,+A,)(i==l und B,k + B,X' + C,+ C,k = 0, (A = y, 

welche mittelst A und ft befriedigt werden können. 

Stellt man die Rechnung ausführlicher dar, so findet sich 
übrigens Gelegenheit, die Gleichung für k schon vorher mit 
Hilfe der nicht hinreichend bestimmten ao; zu erfüllen, was 
sich auch dadurch ausspricht, dass bei der Zusammenstellung 
der Integrale X^ und Ag mit den a,* verschmelzen. 

II. Integration nicht homogener, linearer Differenzengleichangen. — 

Snpplementintegrale. 

Das vollständige Integral einer linearen Diflferenzenglei- 
chung mit zweitem Theil kann zwar mittelst Variation der 
Constanten aus den particulären Integralen der reducirten 
Gleichung, genau so wie bei Differentialgleichungen, her- 
geleitet werden, aber bei der Auswerthung der Integrale stösst 
man mindestens auf dieselben Unbequemlichkeiten wie dort. 
Wir führen daher auch für Differenzengleichungen den Begriff 
des Supplementintegrales ein und legen dabei unsere 
Untersuchungen in Studie XV zu Grunde, wo wir die Supple- 
mentintegrale von Differentialgleichungen behandelten. 

Sei zunächst der zweite Theil der Differenzengleichung 
eine ganze rationale Function von %, dann ist der einfachste 
Fall der, wenn die Gleichung die Form 

(23) An ^"^y + Än^i^^-^'y + -" + A,Jy + A^y = f{h) 

{y = 2/(Ä)) 

hat, und der Grad der Coefficienten Ai an keiner Stelle die 
Ordnung der mit ihnen multiplicirten Differenzen übersteigt. 
Der Grad von f sei ft. Da das Supplementintegral nichts 
anderes als ein möglichst einfaches particuläres Integral der 
nicht reducirten Gleichung ist, so wird es hier in einer 
ganzen Function ft*®^ Grades bestehen, die man zweck- 
mässig nach Factoriellen 

ÄW = Ä(Ä_l)...(A_fc+ 1) 
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fortschreiten lässt, also 

(25) t/(*) = «0 + «1* + «2^^^^^ H f- «/^ÄC"^- 

Dieser Ausdruck, oben eingeführt, wird die linke Seite der 
Gleichung (24) im Allgemeinen in eine ganze Function (l^^ 
Grades verwandeln, deren Coefficienten die a,- linear enthalten, 
sodass vermöge derselben erwähnte Gleichung identisch erfüllt 
werden kann. 

Uebersteigt der Grad der Ai auch nur an einer einzigen 
Stelle die Ordnung der zugehörigen DifiFerenz, so ist der Vor- 
gang nicht so einfach. Wir wollen für diesen Fall die Glei- 
chung (24) wieder in der Gestalt 

(26) J?ni/('*+«) + J?„_ii/(^+»-i) + . • • + B,y^^'^') + B,tß) =f{h) 

voraussetzen und annehmen, dass m den Grad des graduell 
grössten Coefficienten unter den Bi bezeichnet. 

Jetzt, behaupten wir, besteht das Supplementintegral in 
einer ganzen Function (fi — m)^^ Grades und einem auf 
andere Weise zu bestimmenden, im Allgemeinen traijscen- 
denten Supplement. 

Denn führen wir in (26) 

(27) f'^ = cCo + a^h'] [- a^^„,M-'^ + ß<f'\ ^^m, (^W = ;8f(Ä)) 

ein, so steigt der Grad auf der linken Seite bis zum fi^^ auf. 
Mit Hilfe der ^ — m + 1 unbestimmten a» können wir es 
erreichen, dass auf beiden Seiten die Potenzen Ä"* bis h/^ 
gleiche Coefficienten erhalten und sich aufheben, dass sonach 
die für 0^^^ zurückbleibende DifiFerenzengleichung als zweiten 
Theil eine ganze Function besitzt, deren Grad auf den 
(m — 1)*®"^ herabgedrückt ist. 

Die weiteren Schritte in der Rechnung lassen sich nur 
an bestimmten Klassen von Diflferenzengleichungen verfolgen, 
und wir betrachten zu diesem Zwecke 

A. Die Gleichung von Laplace. 

Laplace hat seine bekannte Integrationsmethode der 
linearen Differentialgleichungen auch auf die Diflferenzenglei- 
chung 



(28) ^{a, + hh)y(^+^) = f(h) 



■■n 
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übertragen, falls f=0. Wir setzen f als eine gegebene 
Gonstante x voraus, weil auf diesen Fall der allgemeinere, 
wo f eine ganze Function ist, zurückkommt. 

Es wird sich als zweckmässig erweisen, wenn wir der 
Gleichung (28) die symbolische Gestalt 

(28a) [9,o(y) + h<p, (y)]y« = f{h) {f(h) = x] 

ertheilen, wobei g?^ und (p^ ganze Functionen n^^ Grades mit 
den Coefficienten ükj beziehentlich hk bedeuten, und die Expo- 
nenten von y nicht den Grad, sondern die Ordnung bezeichnen. 
Gleichung (28 a) ist nun genau das Resultat der %-fachen 
DiflFerentiation folgender Differentialgleichung (n+ 1)*®' Ordnung 

(e = bas. log. nat.) 

nach Xj für x = 0. Dass hier einer Differentialgleichung 
(n + 1)*®' Ordnung eine Differenzengleichung n*®' Ordnung 
entspricht, hängt damit zusammen, dass die Differentialglei- 
chung nur n Integrale besitzt, welche nach ganzen aufsteigen- 
den Potenzen von x entwickelbar sind. 

Der Gleichung (29) genügt, wie bekannt 

■ r' 

(30) y= X I e"*wi*«>-^(«* — a^y^-^ • • • (w — anYn-^du, 

Ui 

wo A eine Gonstante bezeichnet und a* und ßk durch die Partial- 
bruchzerlegung ♦ 

^ y;-A_ («^ = 0) 

bestimmt sind. 

Das Integral (30) würde nämlich in (29) eingesetzt 
folgendes ergeben 

«1 
und diese Gleichung kann befriedigt werden durch u^ = cck 
und U2 = 1, falls &« ^ und ßk > 0, womit dann A bestimmt 
ist, nämlich 

A = x(l — «i)""^* • • • (1 — ccn)^^» : &n. 
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Eine Ausnahme tritt ein, wenn eines der ut gleich 1 ist. 
In diesem Falle entspricht , wie leicht zu sehen, einer ganzen 
Function ft*®^ Grades auf der rechten Seite von (28) auch 
eine ganze Function ft*®^ Grades als Supplementintegral, denn 
Gleichung (28) gehört dann unter die mit Nr. 24 bezeichnete 
Klasse, sobald man die Differenzen -^y, jd^y etc. einführt. 
Andere Sonderfälle finden ihre Erledigung in der Theorie der 
Differentialgleichungen. 

Das Supplementintegral der Differenzengleichung (28 a), 
resp. (28) ergiebt sich jetzt aus (30) durch Ä-fache Differen- 
tiation nach Xy für a; = 0, also 

1 

(31) 2/(Ä) ==.- A y w/^o+Ä-i(w — a^y^x-i . . . (w - anYn-^dti, 

vorausgesetzt, dass das Integral für die angeschriebenen Grenzen 
einen Sinn hat. 

Wie man sieht, erhalten wir bei unserer Betrachtungs- 
weise auch sämmtliche n particulären Integrale der homogenen 
Differenzengleichung, wenn wir als Grenzen % = und U2 = a* 
wählen und voraussetzen, dass h und alle ßk, resp. deren 
reelle Theile positiv sind (Je = 1, 2, . . . »^). — Diese parti- 
culären Integrale hat Laplace in seiner „Theorie analytique 
des probabilites" direct abgeleitet. 

Ein einfaches Beispiel ist 

Die particulären Integrale der reducirten Gleichung sind 

2/^ = <^(|). (i=l,2,...»), 
wobei Si bis Sn die Wurzeln der Gleichung 

£« — n = 

bedeuten und, falls h negativ ist, die complementäre Gamma- 
function zu benutzen ist. Das Supplementintegral hat die 
Form 

e "" u^-^du, 



00 



denn das giebt, in die Differenzengleichung eingeführt, 
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[e « u^J = X, d. b. A = — xe". 



QO 



Es gilt für jeden Werth von h. 

Behandeln wir nun den allgemeinen Fall, in welchem 
der zweite Theil von (28) eine beliebige Function von h 
ist. — Sei demgemäss au(5h der zweite Theil von (29) eine 
nicht näher bestimmte Function von x, die wir in der Gestalt 



«5 



(32) 



/ e"* F{ii) 



du 



t*i 



voraussetzen, so können wir mit Bezugnahme auf Studie XV, 
vergl. Seite 154, sofort das Supplementintegral der Gleichung 
(29) anschreiben und zwar in zweifacher Form, entweder 

(a) y = I ^(^^(u) I d'{ti)F{u) du du 

oder 



«1 



«o 



(b) 



«2 ^ 

y = / 9'{u)F(u) I e'"x(u)du \du 



(33) 



«1 



«o 



Hierin bedeutet 

n n 

ttk und ßk sind wieder durch die Partialbruchzerlegung 

n 



yoW ^ y ft 



Uqp^ (w) -^-J U — Ci 



ifc=0 



gegeben, te^ und v^ sind dieselben, noch näher zu bestimmenden 
Zahlen als im Integral (32), u^ ist eine Grenze, welche ihr 
Integral zum Verschwinden bringen soll. 

Die Ä-fache DiflFerentiation von (29) nach x, für a; = 0, 
liefert nun mit Rücksicht auf (32) 



(34) 



«2 

[9o(y) + f^^iivW""^ ==Ju^F{u)du, 



Ui 



und die zugehörigen Supplementintegrale (33) gehen bei diesem 
Process über in 
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w« 



(35) 



(a) y^Ä) = / L* ;^ (ti) j d' (u) F{u) dtil du 
oder 

(b) t/'')=Jl»{u)F(u)Ju''xiu)du 'Idu 

Mithin ist die Integration der Differenzengleichung 

(36) [9o(jl) + HiiyW" = fQ^) 

geleistet^ wenn es gelingt^ die Functionalgleichung 

(37) Ju^F{u)du = f{h) 

«1 

bei beliebig gegebenem f z\x befriedigen, und wenn die 
sich hierbei ergebenden Zahlen u^ und U2 zugleich brauchbare 
Grenzen des Supplementintegrales (a) oder (b) in Nr. 35 sind. 
In Anbetracht der ünvoUkommenheit, welche den Me- 
thoden der endlichen Integration innewohnt, dürfte obige 
Darstellung durch bestimmte Integrale gewisse Vorzüge be- 
sitzen. Uebrigens hat schon Abel endliche Integrationen 
mittelst einfacher bestimmter Integrale vollzogen (Oeuvres 
completes, tome I, No. IV), und auch die nicht homogenen, 
linearen Differenzengleichungen mit constanten Coefficienten 
integrirt man sehr bequem unter Herbeiziehung der Func- 
tionalgleichung (37). 

Anwendungen. 

a) Ist f eine gebrochene Function von Ä, dann entspricht 
den Partialbrüchen derselben eine Summe von Supplementen, 
und diese führen einzeln auf Gleichungen wie 

(38) ß,r(u)äu-^,. 

«1 
Letzterer wird genügt durch 

. .__Ä_ ar-ifidSy^ ^^""^' wenn real (a-f/0>O| ^2=1, 
-^^""^—rivf^yKu)) 'wj=oo, „ real(a-fÄ)<Opi;>0. 

ß) Ist f eine Factorielle von der Form 
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(39) T—TTw-irir-ri^^^-T-^irx ^ = M^^ + h}^'\ 

^ ^ (a + /i) (a + ^ + 1) • • • (<* + '^ + ^ — 1) 

SO genügt man der entsprechenden Fnnctionalgleichung durch 

^W r(r)« Cl «) ,^_^^ ^^ real(a+Ä)<Orv>0. 

y) Die angegebenen Mittel reichen auch aus, wenn das 
Supplementintegral einer hypergeometrischen Differenzenglei- 
chung zweiter Ordnung bestimmt werden soll, deren Coeffi- 
cienten nicht durchweg linear sind. 

Liegt beispielsweise die Gleichung 

(40) (a + Ä)(/S + Ä)y(Ä+2) + (a J- 6Ä)y(^+i) + cyW = f{K) 

vor, so stelle man mittelst 

^*^ "^ r(a + Ä - 1) 

zunächst die Form 

(41) (/J+Ä)i^('*+2)+(a+&Ä)#+i)+c(a+Ä--l);^^)==/'(Ä).r(a+Ä) 
her, dann hängt die Integration von der Fnnctionalgleichung 

(42) Ju^F(u)du = f(h) . r(a + h) 

ab. — Ist f(h) speciell eine ganze rationale Function ft*®" 
Grades, so besteht das Supplementintegral von (40) aus einer 
ganzen Function (ft — 2)*®° Grades und einem weiteren Supple- 
ment, welches ebenfalls der Gleichung (40) zu genügen hat, 
nachdem deren rechte Seite sich auf eine lineare Function 
Xq + x^Ä reducirt hat. 

Indem nun f auch in (41) nur linear angenommen zu 
werden braucht, und ausserdem die Identität 

(xo + ^i'*)A« + Ä)==>«r(a+Ä) + «ir'(a+Ä+l) (x=Xq—ccKi) 

besteht, so zerfällt die Fnnctionalgleichung (42) im vorliegenden 
Fall in zwei ganz gleichartige, deren erste 

(43) Ju^F{u)du == 7cr{a + h) 
lautet, und welche durch 
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F{u) = xw*'~^e~"; u^ = 0, Wa = ^^; 
befriedigt wird. 

Eine weitere Discussion, insbesondere der Fälle, wo h 
negativ und complex, dann wo f gebrochen ist, würde hier 
zu weit führen. Es sei nur bemerkt, dass für diese Unter- 
suchungen die Hilfsmittel vorwiegend in den Arbeiten von 
Liouville „applic. d'une formule de Fourier*', Journ. f. d. r. u. 
a. M., Bd. 13, S. 219 und Kummer „De integralibus etc.", das- 
selbe Journ. Bd. 17, S. 228, sowie in Cauchy's „Mem. sur les 
integrales definies prises entre des limites imaginaires'^ Paris 
1825 — enthalten sind. 

S) Wir erwähnen noch ^ie DiflFerenzengleichung 

(44)A(Ä+l)y("+*)+Ä(a,+6iÄ)y(*+i)+(«o+ftoÄ+CoÄ^)j/("'=/-(Ä), 
weil sie nach obigen Principien integrirt werden kann. 

B. Lineare, nicht homogene Differenzengleichungen 
mit Coefficienten zweiten Grades. 

Wir haben bereits einige lineare DiflFerenzengleichungen 
mit quadratischen Coefficienten integrirt, doch waren das nur 
solche, die auf Gleichungen mit linearen Coefficienten zurück- 
geführt werden konnten. — Betrachten wir jetzt die allgemeine 
Gleichung 



(45) '^(at + hh + Cih{h - l))y'*+*) = f{h) 

k=n 

und beschränken uns auf den Fall, dass f eine rationale ganze 
Function und folglich reducirbar auf «o + ^i^ ^'^^ 
Die symbolische Form von (45) lautet 

(45a) [g?o(y) + A^iCy) + ^(^ — ^)Vi{yW^^ = «0 + ^iT^, 

wo die q) bestimmte, ganze Functionen n^^ Grades ihres Ar- 
guments bezeichnen, und diese geht durch Ä-fache DiflFerentia- 
tion nach x, für a; = 0, aus nachstehender DifiFerentialgleichung 
{n + 2)*®' Ordnung hervor 

Der Studie XV, Abschnitt D, entnehmen wir unmittelbar 
folgendes Resultat: 
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Wenn in eine Gleichung wie (46) das bestimmte Integral 

rA^^ r^a,+ /VjMi^ Wdu 

(47) y= I ^ J "9'.(«) -1 — 7-;: 

eingeführt wird, in welchem 

(48) W == yJ,{u) + nf,{u) 
das ToUständige Integral der Gleichung 

(49) «>,(«) TF"+«g)i(«)TF'+<Po(«) TT =0 (tF'=^ 

■ 

vorstellt^ so entsteht auf der linken Seite 

(50) [e^^t/'lS^ {x TT- Tf o], 

und dieses kann mit der rechten Seite von (46) zur Coincidenz 
gebracht werden. Denn wählt man u^ = l und Wg so, dass 
(50) verschwindet, dann ergeben sich mit Rücksicht auf (48) 
folgende Bedingungsgleichungen 

Yifi («*) + n/i (w) = - ^c -^ "^(-> J ■ 

welche mittelst der noch unbestimmten Constanten y^ und yg 
befriedigt werden könneu. Man findet 

Yi = («0^2(1) + «//(l)) = 9, n (''o/i(l) + «i/;'(l)) : 9, 

WO (» eine Constante bedeutet, die durch die Abersche Formel 

/i'(«)4(«) - ^'(«)/i(«) = Qe'J^tS' 

bestimmt ist. 

Bezüglich der Wahl von u^ hat man zu beachten, dass 

g J «i/>a(«) = e'^'tiß^iu — ai)/*i • • . (w — a„)/*n 

ein Ausdruck ist, welcher für m = a;t verschwindet, wenn /?*, 
resp. dessen reeller Theil positiv ist. (ifc = 0, 1, . . . w; «^ = 0.) 
Das Supplementintegral der Differentialgleichung (46) 
lautet nun 
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(51) y = j- f^VJ^^-^(u — aj/^i-^ . . . 

1 

. . . (W — OnYn-i [ YiA (U) + yg/iW } rf«* 

und das der Differentialgleichung (45 a) 

(52) j/(^') = ~ /V"+*-2(w - ai)/*i-i . . . 

• • • (W — «n)'*«-^ { yi/iOO +.^2^2 W } rf«^; 

vorausgesetzt, dass diese Ausdrücke für die ermittelten Grenzen 
einen Sinn haben. 

Die particulären Integrale der reducirten Differenzen- 
gleichung haben offenbar dieselbe Gestalt, und für diese wür- 
den bei durchweg positiven ßk die Grenzen w^ = und Mg == a* 
(ifc = Ij 2, . . . w) in Frage kommen. In jedem Fall ist auch 
darauf zu achten, dass das Integral W der Gleichung (49) 
für die erwähnten ti nicht etwa Werthe annimmt, welche die 
Rechnung illusorisch machen. 

Anwendung auf die lineare Differenzengleichung 

zweiter Ordnung. 

Sei vorgelegt 

(53) + {a, + h,h + c,h(h - l))y(*+i) = f(h), 
+ {% + h,h + c,h{h-l))y(^) 1 

so hängt die Integration in erster Linie von der Differential- 
gleichung 

(54) WV2 W W'' + t^<pi (u) W + 9o W T^= 0, 
wo 

9o = ^0 + ö^iW + a^u^f 9i = &o + h^ + &2^S 

ab, doch kann man für diese Gleichung bis jetzt keine brauch- 
baren Lösungen angeben, weder in Gestalt von übersichtlichen 
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Reihen noch von bestimmten Integralen*). Gewisse Sonder- 
fälle der Gleichung lassen sich aber erledigen ^ und unter die- 
sen ist einer der bemerkenswerthesten der, wo (54) die Form 

(55) u\l — uyW'+u{l-u){\ + b,u)W 

+ (ßo + ^1^* + ^2^*) W= 

besitzt und also durch Biemann'sche P-Functionen, wie 

(56) W= u^(l — uyF{a, ß, y, u) 

befriedigt werden kann. Hier bedeutet F zunächst die Gauss- 
sche hypergeometrische Reihe, allgemein aber jede Lösung 
der Diflferentialgleichung 

(57) «(l-„)0+[y_(« + |S+l)M]^_«^F=O. 

Um die Bedeutung der Parameter a, ß, y, S, s für die DifiFe- 
renzengleichung (53) kennen zu lernen, substituire man den 
Ausdruck für F aus (56) in Gleichung (57) und vergleiche 
das Resultat mit (55), dann zeigt sich, dass (53) nach Ein- 
führung der Differenzen z/y und ^^y folgendermassen ge- 
schrieben werden kann 

(58) (a + h)Q> + h)^'y 

und zwar ist 
a = a-\-S-{-s, /? = & + * + £, y = a-\-h + 2d-{-e-\-s; 

(y = y(Ä)). 

Gleichung (58) stellt nun eine Normalform der Differenzen- 
gleichung 

(59) iA,+B,h-\-C,¥)^'y-\-iA,+B,h)Jy+A,y = f{h) 

dar, und man wird finden, die Anordnung der Parameter ist 
so getroffen, dass sich die Zahlen a, &, d, s, a in sehr bequemer 
Weise aus den Coefficienten Ä^j B^ etc. berechnen lassen. 
Ist f eine rationale ganze Function von Ä, so gilt Gleiches 



*) Die Differentialgleichung (54) hat auch in anderer Hinsicht Inter- 
esse, und es sei bemerkt, dass man ihre Integration wieder in ganz 
directer Weise abhängig machen kann von der Differenzengleichung (63), 
so dass beide Probleme äquivalent erscheinen. 
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für das Supplementintegral, denn (59) gehört in die Klasse 
der früher erwähnten Gleichung (24). 

Besonderes Interesse hat das Integral der reducirten 
Normalform. Mit Beachtung von (56) findet man für das- 
selbe 

1 1 

(60) yW = r /V^+*-i (1— t^)yx-/*i-i «;/*-i(l— t;)y-/'~i (l~wt;)-«dM dv, 



oder, von einem constanten Factor abgesehen, 

wobei 

ß^=y — Ö — l, Yi = ßi — £ 
und 

[V y y) J l*yy l"2y(y + l>y (y+1) * 

Hiermit ist die Integration der DifiFerenzengleichung (58) in 
wohlbekannte Bahnen geleitet; wie man sieht, genügen ihr 
die anderweitig genau untersuchten hypergeometrischen 
Reihen dritter Ordnung*), falls das sechste Element ic = l 
gesetzt wird. Wir kommen auf solche Reihen bei der all- 
gemeineren Untersuchung des nächsten Abschnittes zurück und 
bemerken nur noch, dass Herr Thomae seine Betrachtungen 
über die Differenzengleichung (59) ganz direct von einer 
linearen Gleichung zwischen benachbarten hypergeometrischen 
Functionen dritter Ordnung abhängig gemacht hat. Vergl. 
Zeitschr. f. M. u. Ph., XVI. Jahrg. S. 146 u. 428. 

III. Hypergeometrisclie DifferenzengleicliniigeB höherer OrdnuBg. 
Die verallgemeinerte Gauss'sche Reihe 



(62) 



i-i — 1 -i- ^'("^ ^ j- yWy(« + i) ^2 I 
^ ' 9(y) ' 9'(y)qp(y + i) ' 

wo 

n — 1 n — 1 

9 («) =lJi^k) , 9 (y) = JJ(n) , 



*) In Boole's „Treatise on the calcnlus of finite differences** findet 
man mehrfach Reihen für lineare Differenzengleichungen direct her- 
geleitet, die aber, weil sie den Anschlass an die hypergeometriechen 
Normalformen verfehlen, einer Discnssion bedürftig bleiben. 
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tl. h. die hypergeometrisclie Reihe w*°' Ordnung mit den Ele- 
menten ock, ykf ^i (Ä == 0, 1, 2, . . . w — 1), unter denen ins- 
besondere yQ = 1 sei, werde durch 

(63) ij = Flr^' '''''"''''-'), X, 

bezeichnet. Dieselbe genügt der linearen Differentialgleichung 

(64) J7[^d^ + «*]2'-|J7^Ä+^*-^]^=^' (^0=^)' 

wobei die Symbolik 

„ d'* d d 

x^ - ^= X-T- ' X 



dx"* dx dx 

stattfindet. 

Eine einfache Transformation der Gleichung (64) mittelst 

y = u^v, X = — lehrt, dass derselben überhaupt folgende 

Reihen genügen 

(65) y = x'-^rFiro-yr+h--OCn-^-rr+l\J 

IVo — yr + i,---yn-i — yr + i/ J 

(r = 0, l,...w— 1; j'o=l)- 

(66) y = ^-"^F\r^-''> + Y--"^-^--^ + \M, 

Vcfr — «0 + Ir • • «r — CCn-1 +1/ "^ J 

(r = 0, l,...n — 1; yo = !)• 

Die Reihen (65) convergiren, wenn mod. a? < 1, die Reihen 
(66), wenn mod. a? > 1. 

Wir leiten nun durch Ä-fache Differentiation nach x aus 
(64) die entsprechende Differenzengleichung ab. Bei dieser 
Differentiation ist zu berücksichtigen, dass das zweite Product 
in (64), wegen y^ == 1, durch x theilbar ist, dass mithin die 
Differentialgleichung (64) nachfolgende Schreibweise zulässt 

(64a) ]7[^^ + «*]y -l7[*Ä + y^Yd = 0- 

k—O k = l 

Hieraus ergiebt sich 

w — 1 n — 1 

(67) YJ [xy + €c, + h] y(*) - JJ [xy-\-y,^h] y(*+i) = 0, 

Hbymann, Studien. 21 
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und die symbolische Bedeutung des a;^ in (64a) zieht für 

die Dififerenzengleichung (67) die entsprechende Symbolik 
nach sich. 

Beispielsweise haben wir für n = 2 

[^y + «0 + M i^y + «1 + M ^ß^ - i^y + yi + ä] !/(*+^) = o, 

und weil 

80 gelaogen wir zu 

x{\ - a;)y<*+2) + [(1 - 2x)h + y, - («« + «i + l)a?]y<*+») 

- («0 + '0 («1 + 'Oy'*' = 0, 

d. h. zu der in Abschnitt I. A. aufgestellten Normalform der 
hypergeometrischen DifiFerenzengleichungen zweiter Ordnung. 

Die Integrale der Differenzengleichung (67) ergeben sich 
nun durch Ä-fache Differentiation der Reihen (63), (65) und (66), 
nämlich 

n — 1 

(69) y^^) = (— l)*a;-* r(yr + h-\) 

(r = 1, 2, . . . n — 1) 

(70) 2/^'^ = (- 1)* ^"* i"(«r + A) 

(r = 0, 1, 2 . . . w — 1) 

In allen diesen Integralen ist yo ^^ ^ ? ^^^ periodische Inte- 
grationsconstanten sind unterdrückt worden. Bei negativen 
Argumenten der Gammafunctionen sind die complementären 
Functionen zu benutzen; im üebrigen gelten für die Parameter 
«,-, yi und X die bekannten Einschränkungen. — Während das 
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Integral (63) der Differentialgleichung als Sonderfall in (65) 
enthalten ist, nämlich für r = 0, gilt die gleiche Bemerkung 
aus naheliegenden Gründen nicht für die entsprechenden Inte- 
grale (68) und (69) der Differenzengleichung; die Reihe (69) 
würde überhaupt der Gleichung (67), für r = 0, gar nicht 
genügen. 

Unter hypergeometrischen Differentialgleichungen höherer 
Ordnung versteht man zuweilen auch jene, von Herrn Poch- 
hammer*) untersuchte Gruppe, welche durch Integrale der 
Form 

««1 
befriedigt werden kann. 

Bildet man an diesem Integral die h^ Ableitung nach x, 
für X = Oj so folgt, abgesehen von einem constanten Factor, 

wo 

genau das in Abschnitt 11. A. unter Nr. 31 angeschriebene 
Integral der Laplace 'sehen Gleichung ist. Die Differenzen- 
gleichung, welche der Pochhammer'schen Differentialglei- 
chung entspricht, wird daher durch die Substitution 

yih) = r(^ + h) ' ;bW 

auf die Laplace'sche Differenzengleichung (28) zurückgeführt. 



*) Vergl. dessen Arbeit „Ueber hypergeometrische Functionen höhe - 
rer Ordnung". Joum. f. d. r. u. a. M. Bd. 71. — Unsere Bezeichnung 
weicht von der dort gebrauchten nur unwesentlich ab. 



21* 
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(1) 



Studie XXII. 
Zur Theorie der linearen Differenzengleiohnngen. 

I. lieber eise TraBsformation bei liBearen simnltaBeB DüTereiizen^ 

gleicbnBgeB. 

Ein System von Differenzengleichungen 

^^'^ + fnv'^ + fn^' + • • • + nj:' = 



^y^:+'' + fniy^r' + M"^ + • • • + Lv":^ = o , 



in welchem die fik ganze Functionen von x bedeuten und die 
yix) yQu /^ abhängige Veränderliche sind, kann im Allgemeinen 
so transformirt werden, dass in jeder der w Gleichungen die 
Zeile 

fayf^+Uy^ + '-' + finy^:^ 

einen linearen Factor ausscheiden lässt, das heisst also, das 
System (1) kann übergeführt werden in 

4'+" + (a; - £,) { 9ii4«) + (Pi,4-) + • • • + <Ptn^:^ } = 

l ,(.+1) + (a; - O { <P„^^' + <P„A' + • • • + »-»y^' } = 0, 

wo die (fik ebenfalls ganze Functionen von x sind*). 

Um die Transformation vorzunehmen, führe man in das 
System (1) die linearen Substitutionen 



(2). 



2n » 



y:' = «nX'^ + «,24"^ + • • • + %„^' 



ein, dann entsteht 



*) Die analoge Transformation für ein System von linearen Diflfe- 
rentialgleichungen haben wir in Studie VI gezeigt. 
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(3) 



it=n 



«n4'^ + «i2 4^' + "- + «i,4''}+2M" = 



*=1 

n 



{««4'' + «2«4'' + - + «s«<''}+2^»3'r = o 



*=1 



n 



[\l<^l^ + »nA' + --- + %n^'}+2f^y^^' = ^' 



k = l 



Bestimmt man hieraus die Veränderlichen ;8f(^^> bis ;ef^*+^>, so 
erhält man n Gleichungen 



(4) 



1 



1 



• • • + Ai y.utf'^^ = 0, 



in denen 



1 



D 



^11 • • • ^In 



• • 



nl nn 



und Ä.^ die Adjuncte von a^„ ist. 

Ordnet man in den Gleichungen (4) nach den Variabelen 
j/^*) bis 2/$f^ so entsteht 

[Auf 11 + Ä2if21 + •••.+ Anifnl]y^^^ 

(5) 2);s<^+i> + 



+ [-4i./i2 + A2if22 H h AniUW^^ 

+ 



= 0. 

1 = 1,2, 



l + [^1,- fin + Ä2i f2n'] h ^«/ fnn\ Vf ) 

Wenn man nun verlangt, dass sämmtliche Zeilen der ersten 
Gleichung (i = 1) den Factor x — e^j die der zweiten Gleichung 
(i = 2) den Factor x — s^ u. s. f. ausscheiden lassen, so er- 
geben sich n Systeme von je n Bedingungsgleichungen, nämlich 

{{A,J,, + A,J,, + --- + AnrU) = 0, 
{Anfi2 + A/i2 H h AniM = 0, 



X=^fi 



{Anfin+ A2\f2n H h Anlfnn] = 0; 



a-=f, 
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' [Aifn + A^fn H h A^fni] «= 0, 



«=«» 



[A^fn + A^Ui^ f- A^fn^] = 0, 



a:=f. 



etc. etc. 



Aus diesen Gleichungen lassen sich die Verhältnisse der n^ 
Subdeterminanten A^^ bis Ann bestimmen, vorausgesetzt, dass 
die Determinante 

/ll • • • fnl 



r= 



/In • • • /nn 



für X = £i, i == 1, 2, . . ., w verschwindet 

Die mit V bezeichnete ganze Function von x wird im 
Allgemeinen den w*®° Grad übersteigen, und da es nur darauf 
ankommt, n unter sich verschiedene Werthe £,• für x heraus- 
zugreifen, welche V zum Verschwinden bringen, so wird es 
mehrere Gruppen von Werthen f,- sowie a,* geben, die alle 
dieselbe Transformation leisten. — Verschwindet, V etwa für 
r verschiedene Werthe von x, {r>n)^ wobei auch unter sich 
gleiche Wurzeln vorkommen dürfen, so lassen sich (^ ver- 
schiedene Gruppen £,• und a,* aufstellen. Ist r < n, so kann 
die in Rede stehende Factorenausscheidung nur an r Gleichungen 
des Systems (5) vollzogen werden. 

Hat man nun für A^^h\B Ann die entsprechenden propor- 
tionalen Ausdrücke berechnet, so gewinnt man auch für die 
Elemente a^^ bis a„„ proportionale Ausdrücke, indem man von 
dem bekannten Determinantensatz Gebrauch macht: 

unter Aa die Adjuncte von Aik in Bezug auf das System 

An • . • Ain 



./Lnl ... ^ 



nn 



verstanden; überdies ist 
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«— 1 





D = 

■^nl • • • -^nn 

Bemerkt sei noch^ dass auf System (1) das allgemeinere 
ir^(.+i) + f^^^ix) + f^^^.) + . . . + f^^v^^) = 



(6) 



zurückkommt^ in welchem F nachstehende Function Ton x 
bedeutet: 

F=(x — a^y^ (x — a^y* . . . (x — a^^v. 

Man übersieht dieses leicht^ wenn man die Substitution 

0)vf=[r{x--a,)]-ß^>[r{x-a;)]-ßK..{r{x-a;))-ß^^^^ 

benutzt und die Eigenschaft der Gammafunction 

r{x + l) = xr{x) 
berücksichtigt. 

Anwendung auf das hypergeometrische System 

zweiter Klasse. 

Dasselbe hat die Form 

|yjr+i) ^ (^^ ^ ItX)^^) + (ci + d^x)y^^) = 

.y(-H^> + (a, + h,x)y[-^ + {c, + d,x)y(^^ = 0, 

und nach der vorigen Darlegung erhält man hieraus 
f 4-fi) -\-(x- s,)(a,,f + A«</)) = 

wobei «1, ^2 die Wurzeln der Gleichung 

^1 + ^1* ^1 + ^1^ 

Og + ^2* ^2 + ^2^ 

bedeuten. Setzt man des Weiteren 

4^) = (a;-£2~l)«^L"^ 



(8) 



(9) 



= 



(10) 
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so gelangt man zu 

tt+'> + a,ix-e, - l)tf + ß,{x-a, - l)f<" = 0, 

d. h. aber: 

Ein lineares Differenzengleichnngssjstem^ in welchem die 
Beifaen der zj^^ mit einem Factor x — £, behaftet sind, kann 
in ein solches umgesetzt werden, in welchem die Colonnen 
der v['^ mit einem Factor x — «,- — 1 behaftet sind. Diese 
Bemerkung gilt ofiFenbar auch für ein System von n Gleichungen, 
und was im Besonderen das hypergeometrische System (10) 
anlangt;, so gewährt sie da einen praktischen Nutzen. Denn 
gerade die Gleichungen (10) sind es, welche nach Elimination 
einer der «abhängigen Veränderlichen t;^*^ oder v^'^ unmittelbar 
auf eine DifiFerenzengleichung Ton der Form 

führen, welche letztere durch die Gauss'sche hyper- 
geometrische Reihe integrirt werden kann. — VergL 
hierüber auch die vorige Studie. 

II. Zwei Sätze über die Determinante der Integrale linearer 

Differenzengleichongen. 

A. Es seien y^^\ y^^\ . . ., j/^^ die particulären Integrale 
einer linearen DifiFerenzengleichung n*®' Ordnung 

und man bezeichne die Determinante 

if2 • • • ^2 "2 

Ux-\-n—l) ^ ^ ^ ii{x-\-l) Ux) 

mit 2)(*^, dann bestimmt sich letztere durch die lineare DifiFe- 
renzengleichung erster Ordnung 

(2) 2)(^+i) = (— l)»jPo2)(^>. 

Dieser Satz folgt unmittelbar durch Elimination der Coeffi- 
cienten pn^i bis p^ aus den n identischen Gleichungen 
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denn man erhält 



oder 



yi"+"'+i'o»f J'S.^ 



a:+n— 1) . . . */ar+l) 






= 0, 



2/1- 



(*+«) . . . ^/(a:+l) 



^r 



an 



(«+») . . . 






+ (- l)-^i.o 



y{X-\-n—l) , , , y{x) 



y(a?-f-n— 1) . . . y(x) 



= 0, 



d. h. 
oder 



wo c eine bestimmte periodische Constante bedeutet. Wie 
man sieht, liegt hier das einfache Änalogon des Abel-Liou- 
ville'schen Satzes für lineare Differentialgleichungen vor. 

Hieraus darf man aber nicht schliessen, dass der eine 
Satz den anderen überflüssig mache. Es giebt Functionen 
einer Veränderlichen, die durchaus keiner algebraischen Diffe- 
rentialgleichung genügen, wohl aber einer algebraischen Diffe- 
renzengleichung und umgekehrt. Auf solche Functionen 
wird sich eben entweder nur der erste oder nur der 
zweite Satz anwenden lassen. 

So genügt beispielsweise die Gammafunction einer sehr 
einfachen Differenzengleichung, während sie, wie Herr Weier- 
strass bemerkt hat, nie das Integral einer algebraischen 
Differentialgleichung sein kann*). Auf diese Function würde 
also gerade unser Determinantensatz passen, und wir wollen 
daher diesen Fall kurz erörtern. 

Wir gehen von der Differenzengleichung 

y{x+n) — ^ y{x) -_ 

*) Vergl. die- Abhandlung „Ueber die Eigenschaft der Gamma- 
function keiner algebraischen Differentialgleichung zu genügen" von 
0. Holder, Math. Annalen Bd. XXVIII. 



330 Studie XXII. Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen. 



aus^ deren particulare Integrale die Gestalt 

t^.«) = £?r(|-) (i = l,2,...,n) 

haben^ wobei 6, bis Sn die Wurzeln der Gleichung 

'%« = 1 

bedeuten. Bilden wir die mit 2^*^ bezeichnete Determinante^ 
so ergiebt sich 



!)(*) = 



zx+n—l p f 



X -^ n — 1 



n 



)■■■ <^ii) 



oder, da alle Elemente ein und derselben Colonne die gleiche 
Gammafunction enthalten^ 

i,.) = (_ i)(-)«.r(f ) r{i±l) . . . rf-+^) , 

wobei 



X = 



,n— 1 



■h 1 



• • • • 






f «— - . • • f „ 1 
Andererseits hat man nach (2) 

oder 

unter c eine periodische Constante verstanden. Setzt man 
X = nk und vergleicht die beiden für D(*) gefundenen Aus- 
drücke ^ dann gelangt man zu dem bekannten Theorem von 
Legendre-Gauss 

r(A)r(A + 1) r(A + 1) . . . r{x + ^) = Ä«-^r(«A), 

wobei noch die von A unabhängige Zahl Tc in der gewohnten 
Weise zu bestimmen ist und den Werth 



erhält. 



Ä = w2(2;r)2^" '^ 



In gleicher Weise kann man von der Differenzengleichung 
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deren particuläre Integrale in der Form 

J4^) = £?sin^ (i=l,2, ...,n) 
darstellbar sind^ ausgehen und nachstehende Formel ableiten 

sm 7CX = 2**~^ sm — sm — ^^ — ' — - • • • sin — ^ — ■ , 

oder für a: = — , 

sinn9> = 2^*"^^ sin y sin ( [- 9? ) • • • sin y- — |- (pj . 

Eine andere Anwendung würde die sein^ dass man eine 
der Gauss 'sehen totalen Differenzengleichungen zweiter Ord- 
nung für die hypergeometrische Beihe herausgreift und mittelst 
ihrer beiden Particularlösungen die Determinante 2)^*^ bildet 
und näher bestimmt, wodurch man sehr leicht auf gewisse 
für die hypergeometrischen Functionen charakteristische For- 
meln kommt. Indessen gilt hier im Gegensatz zu der vorigen 
Anwendung, dass diese Formeln auch mit Hilfe des AbeTschen 
Determinantensatzes*) gefunden werden können, weil die hyper- 
geometrische Beihe in Bezug auf ihr viertes Element einer 
Differentialgleichung genügt. 

Nehmen wir als Beispiel die Gleichung 
«(1 — ic)j/(^+2) + (y _ 2« — (ß — a)x)y^"+^^ + (« — y)y^"^ =0, 

welche Gauss im ersten Abschnitt der Disquisitiones 
generales als erste „Beziehung zwischen benachbarten Func- 
tionen'^ aufgestellt hat und in welcher 

yC+i) = Fia, ß, Y, x) 

die hypergeometrische Beihe bezeichnet. 

Ein zweites particuläres Integral dieser Gleichung lautet 

y«»+0 = £>=^+i)F(«-y+l,^-y+l,2-y,a;); 

man vergl. hierüber Aufgabe 100 des Anhanges. 
Nun ist einerseits 

j^(a+l) yW 



*) Vergl. Abel, Sur quelques integrales d^finies; Oeuvres com- 
pletes pg. 251. 
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andererseits wegen 



wird 



a(l — X) 



Di") = c ^rf^ - «)-"• 

r{a) ^ ^ 

Setzt man die particulären Lösungen in die Determinante ein, 
so ergiebt sich nach Ausscheidung der Gammafunctionen 

= c(l — ir)-«, 
und der Specialwerth a = 1 oder a = y zeigt, dass 

C = (y - 1)(1 _ xy-fi, 

folglich ist 

(« - l)F{a, ß, y, x)Ficc - y, ß- y + 1,2 - y,x) 
-icc-y) F{a - 1, ß, V, x)F{i 

= (y- i)(i -xy-«-?. 

Genau dasselbe Resultat findet man aber auch, wenn man 
von der Differentialgleichung der hypergeometrischen Beihe 
ausgeht, in die Determinante 

= c'x^y{\ — xy-"-?-^, 



■a-v-\-l,ß-vJr\,2-y,x)] 



dx 


Vi 


dx 


y^ 



wo c eine bestimmte, von x unabhängige Constante bedeutet, 
die bekannten particulären Integrale 

y, = x-F{a, a^y+l,a^ß+l, --) 

< 

y, = a^?F{ß, ^ _ y + 1, ^ - « + 1, 1) 



einträgt und schliesslich die Buchstaben 

cc ß y 



X 



mit 



vertauscht. 



a — 1 a — y a — ß — 



1^ 

X 
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B. 



(3) 



Es sei 



+ Cny(*) 



In 



+ Cn y^^ 



2n 



yt^ = Ci2/S + ^^y^:l H 1- ^»yl" 



nn 



das vollständige Integralsystem eines Systemes linearer simul- 
taner Differenzen gleichungen 



(4) 









und man bezeichne die Determinante 



y 






11 



'12 






. a(x) 



y(x) y{x) , , . y{x) 



mit D^^\ dann bestimmt sich letztere durch die lineare Diffe- 
renzengleichung erster Ordnung 

(5) 2)(-+^) = (-l)'»PD(^), 

wobei P die Determinante aus den Coefficienten^,* bedeutet, also 

Pn Pi2- "Pin 

Pn P22"' P2n 



p = 



Pni Pn2 ' • • Pnn 

Dieser Satz folgt unmittelbar, wenn man in 

qjix-\-l) . . . 7/(af+l) 



2)(a^4-l) = 



die v? Identitäten 



yw-^' 



. . . -m(H-i) 

"n» 









,,(x+l) ==, 






+ i'-yS } 
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welche infolge der Gleichungen (4) vorhanden sind, einführt, 
denn dann erhält man nach der Multiplicationsregel der De- 
terminanten 



2)(a:+l) = (_!)» 

d. h. 
oder auch 



Pii-- Pm 




M . . . «i(«) 


Pnl '"Pnn 




y(x) . . . |/(x) 
»^«1 i^nn 



J){x+1)^ (- 1)«PZ)(^), 



wo c eine bestimmte periodische Constante vorstellt. 

Dieser Satz ist das Analogon zu dem in Studie YIII 
besprochenen, welcher sich auf ein System von linearen 
Differentialgleichungen bezog. 



VERWANDTE AUEGABER 



Transformation von Punkt- in Liniencoordinaten. 
1. Transformire die Differentialgleichimg 

+ (aiX + \y+c^)^ + (a^x + h^y + Cq) = 

mittelst der Stibstitutionen 

dv dv 

X=^-, y^=:U^ Vy 

du^ ^ du ^ 

und stelle sodann das Integral auf 



2. Behandle in gleicher Weise 

Andeutung. 

Man beseitige zunächst das Glied Cx^ mittelst der Sub- 
stitution 

y = 0^ ^X\ 

Die Zahl ft ergiebt sich aus der Gleichung 

4(t* + («0 + 2&,)tt = C. 



3. Integrire die Gleichung 



m 



dy y + V^ + y 

dx X 

Andeutung. 
Die entsprechende DifiFerentialgleichung in (u^ v) lautet 

(1 + «*) 5^ = V + t;»" 

HE7HANN, Studien. 22 
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und hat die Losung 



(a) v = (1 4- m) { (7 ~ (1 + m)»«-! } 1-"». {C = const.) 
Substituirt man rückwärts 



und löst nach der Gonstanten auf^ so entsteht nach einiger 
Bedaction 

1 — tn f tn — 1 \ 

(b) rr *" |l + (a: + y) *» I = const., 

und dieses ist das gesuchte Integral. 

Es sei bemerkt^ dass man bei der Elimination der Ver- 
änderlichen darauf zu achten hat, dass sich die willkürliche 
Constante mit dem Integral nicht unnöthig verwickelt. — 
Würde man etwa mit Hilfe des Ausdruckes (a) 

dv 



du 



C'{C—{1 +m)«-i}i-"» 



bilden und dann 3- und u durch ihre Werthe in x und y er- 

du ^ 

setzen, so käme man zu nachstehender Integralform 



m 



x = C- 



(m V m— 1 "1 1 — m 



welche bei erstem Anblick nicht nach C auflösbar zu sein 
scheint. Für x -{- y = v"^ und Cx^—^ = ^ lautet sie ein- 
facher 

und dieser genügt offenbar 

wodurch man schliesslich auf das Integral (b) zurückkommt. 



4. Integrire die Gleichungen 
ax4-hy-{'C , ,v , , , { (ix-{'by4-c\ ( , dy\ 



6. Integrire die Gleichungen 
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6. Zeige, dass die Gleichung 

^9>iy) + y^y) + x(y) + (p^y — yy^iy) = o 

auf die altgemeine Riccatfsche Gleichung zurückkommt^ und 
integrire spedell 



Andeutung. 
Die entsprechende Gleichung in (w, v) lautet 

und ihr genügt particulär v ^= Uy also allgemein 

1- / c^^du = const. 

u — v ' J 



7. Integrire die Gleichung 

Andeutung. 
Die entsprechende Gleichung in (w, v) lautet 

{pq>{v) — il>{y)) -^ — ug>(v) + m« = 
und kommt sonach schliesslich auf eine lineare zurück. 



8. Führe die Quadratur 

y = I udXy wobei anU^ + a,»— im'*"^ + • • * + ^i^^ -h % = ^7 

aus. 

Andeutung. 

dv 

Benutzt man die gleichzeitigen Substitutionen x = 



du 

— — 4} an onfflfAVif. 

du 



und y = u 2 '^^ so entsteht 



= ux— ja« ^^:p[ + «n-i — H h «1 Y + öfo«^! + const., 



worin u den durch die algebraische Gleichung bestimmten 

Werth besitzt. 

22* 



/o 
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Liegt etwa 

w^ + 3m = 2x 
vor, so wird 

und hierfür kann wegen u"^ ==2ux — 3 m* auch 

y = ^(2ux — u^) 
gesehrieben werden. Wir haben demnach folgende Quadratur 

fx+Yc^^~+t + V^]/^?"+t] dx 

= ix[fx+yx^^T^ + fx -y^M^"!] 

Dieses und manches der vorhergehenden Beispiele lässt sich 
natürlich auch auf anderem Wege lösen. Man vergl. wegen 
der letzten Quadratur Spitzer, Untersuch, im Gebiete linearer 
DifiFerentialgleich. 3. Heft, S. 1. 

Behandle in gleicher Weise das Integral 
y= I udXj wobei («2 + &2^)^^+ (^l^'^l^)^^"(^o^"^o^)=0• 
9• Zeige, dass die Gleichung 

^ l L'= ^] 

dx* xq>{y) + yipiy') + X{y) V dx/ 

in den Veränderlichen (u, v) geschrieben auf die lineare, nicht 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 0urücJckommt, 

Inwieweit JcÖnnen die für letztere geltenden bekannten Sätze 
auf die erstere übertragen werden? 



10. Integrire die Gleichung 

Andeutung. 
Die entsprechende Gleichung in (m, v) lautet 

{au^+ &w + c) ^ + (« + /3m) j^ — ^ü = - y, 
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und man berücksichtige, dass der reducirten Gleichung 

V =^ a -{- ßu 

particulär genügt, und dass das einfache Supplementintegral 

t; = ^ vorhanden ist. 

p 



11. Integrire in Punkt- und Linearcoordinaten die Gleichung 



«*1 I «8 I «*i 



I inr» n* \ I In* n* \ f 



in welcher 

(Xij Xk) = ax^ + 2ßXiXk + yx\ . 

Andeutung. 
Für Punktcoordinaten, also u^ = yi>{x^dXv^ — x^dx^ etc., ist 

und die Zusammenstellung der Ausdrücke liefert folgendes 

Integral 

(a?a - Xx^ (a?3 — Xx^) {x^ ~ %x^) _ , 

{x^ + X'x^) {x^ + X'a;,) (rc, + X' x^) "" ^^^^^'^ 
wobei l und A' die beiden Wurzeln der Gleichung 

{X,\) = a]c' + 2ßX-{-y = 
bedeuten. 

12. Integrire die Gleichung 

a^X^X-'^XlU^ + «2^2^'*4^S + «8^8^^^2^3 = 0« 

Andeutung. 
Das Integral in Punktcoordinaten lautet 

^ a^r^^s + J ^s-'*^ + ^ a^''a;5 = const. 



Beiträge zur Integration von Mdx + ^dy = 0, unter 
M und ^ Eegelschnittsausdrüeke verstanden. 

13. Führe die Differentialgleichung 
{ax+by + cY^ + Äx'+By'+2Cxy + 2Dx + 2Ey + F=0 
mittelst der Substitution 
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y =^ z -\' Xx 
auf die Form 

ti* 3 — 1- vw= 
dx ' 

zurück^ wobei 

u = ax -{- ßz -\- yy V = ax -\- ß^z -}- y\ w = d'x + ^'^ + /', 

und zeige y dass letztere Gleichung integräbel toird, wenn die 

drei Geraden m = 0, t;==0, w = durch ein und denselben 

Funkt gehen. 

Andeutung. 

Man hat zu verlangen, dass der Kegelschnitt {x^ z) in 
ein Linienpaar zerfällt; hierbei ergiebt sich für A eine qua- 
dratische Gleichung. — Werden v und w als neue Veränder- 
liche gewählt, so wird die zugehörige DiflFereutialgleichung 
homogen, weil die Bedingung 

a ß y 

cl ßl y' =0 

a" /3" y" 
besteht. 



14. Stdle die Bedingung auf, unter welcher die Bifferential- 
gleichung 

(a'\-2hx+cx^)^+Ax^+By^+2Cxy+2Bx+2Ey + F=0 

durch den Kegelschnitt 

Äx^+ 2G'xy + 2B'x + 2E'y + F'= 
particulär befriedigt wird, und bestimme daß allgemeine Integral, 

Andeutung. 

Die erwähnte Bedingung kommt darauf hinaus, dass die 
hypergeometrische Reihe, aus welcher das Integral obiger 
Differentialgleichung zusammengesetzt wird, mit dem dritten 
Gliede abbricht, also das Element a oder ß den Werth — 2 hat. 

Bei der Integration ist zu beachten, dass eine Gleichung 
der Form 

9o ^ + 9?i2/' + 9>2y + 93 = 

durch Quadraturen lösbar ist, wenn man eine particuläre 
Lösung j/i kennt. 
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15. Ermittele die Coefficienten q> der letzten Differential- 
gleichung in dem Falle, wo sie das algebraische Integral 

(a) V + ay^ -{-by -{-x = 

besitzt. 

Andeutung. 

Aus der Gleichung (a) folgt 

dy^ 1 

dx . Sy^ + 2ay + 6 ' 

und dieses muss auf die Form 

gebracht werden; man hat also 

iM,f + M,y + M,) (Sf + 2aj/ + 6) + 1 = 0. 

Multiplicirt man aus und ersetzt alle Potenzen des y, welche 
die zweite übersteigen, mit Hilfe von (a) durch die niederen, 
so entsteht eine Function zweiten Grades in y, welche identisch 
verschwinden soll, d. h. aber, es müssen ihre Coefficienten 
Null werden. Man findet hiernach 

(a«~26)Jf2— aM^+ 3Mq = 

(ab — 3x)M^ — 2bM^ + 2aM^ = 

axM^ — 3a; Jfi + bM^ = — 1 j 
oder aufgelöst 

M^ = (a^b - 46« + Sax) :J, M^ = {2a^ — lab + 9a;) : ^, 

M^ = 2(a2 - 3&) : ^, 
wobei 

^ = 21a? + 2a{2a^ — Qb)x + 6^(46 — a^) 

die Discriminante der Gleichung (a) vorstellt. 

Wir haben also das Resultat: Die Wurzeln der Gleichung 

y^ + ay^ -{-by + x = 
genügen der Differentialgleichung 

^^ + 2(3&~a2)y2+(7a6_2a3-9a;)j/+(462_a26-3aa;)=0. 



16. Bestimme in analoger Weise jene Differentialgleichung 
der Form 



dy 



9>o ^ + ^iV + 9>22/ + 93 = 0, 



dx 



344 dy 

Integralformen von qpo ;7^ + 9^i 2/* + 9^« 2/ + 9^8 = ^- 

welche das Integral 

j/' + jpy* + «y + ^ = 

hesitztj unter p, q, r beliebige Functionen von x verstanden. 



\ 



17. Beweise folgenden Satz: 

Kennt man von der Differentialgleichung 

(") ^0 dl + ^1^' + 9^2^ + 93 = 

drei von einander verschiedene particuläre Integrale y^, yg **^^ ^3? 
so lässt sich das vollständige Integral in der Form 

(ß) 0, (yy^ + y^ys) + C^d^y^ + y^Vi) + Cz^Wz + ViV^ = 0, 

C^ + C, + C,^0 
oder auch in einer der drei Formen 

r \ (y-yi)(yB-yi) _ji {y—yz)iyi—y^) ^jg (y— yO Cy »— ys) ^^ 
^'^^ {y—ys)iyi-y2) ' iy—yiKy^-ys) ' (y— y8)(y3-yi) ' 

wo A, B, C willkürliche Constanten bezeichnen, geben. 

Andeutung. 
Da y^ der Gleichung (a) genfigen soll, so muss 

^»0 S + 9'i2'i* + V^yi + ^ = 0; 

zwei ganz analoge Gleichungen bestehen für y^ und y^. 
Eliminirt man aus diesen dreien und aus (a) die Coefßcienten 
q>, so gelangt man zu 

.2 „ 1 



y 

Vi 

y,' 



y 
y 



3 



y 

Vi 
Vi 



1 
1 



= 0, 



Vs Vi Vs 1 

d. h. zu einer Differentialgleichung der Form (ck), welche 
identisch durch j/j, ^2 ^^^ Vs befriedigt wird. Zu eben der- 
selben Determinante wird man aber auch geführt, wenn man 
aus den Gleichungen (ß) und dem zugehörigen Differential 
die Constauten Oj, C^ und C^ eliminirt. 

Die Integrale (y) gehen aus (/3) hervor, wenn man die 
drei Verhältnisse der (7,- bestimmt. 
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18. Zeige, dass die Differentialgleichung 

(1 -x>)^ + (if + (l-2ii)xy + fi-l=0 

folgendes Integral besitd: 

fiBin(^-l)g, + C.cos(^-l)y ^^^^ cos g, = a;, X<1 

^ Ci 8in 1» qp + (7j COS 1» qp ' ^ ' "^ 

oder 

y = T—^ , — , wobei e^ + e""^ = 2x. x> 1. 

Da5 Verhältniss der G ist willkürlich. 

Andeutung. 

Die Gleichung geht für 

zdx 

über in die bekannte DiflFerentialgleichung 

welcher 

= Gl cos fig) + Ca sin f*9>, cos q) = x 
genügt. 

19. Dos Integral 

H^ - r^) + {h + l)y f rc-r, | *^ ^^^^^ 
^(äJ — rg) + (k + 1)2/ U — rj 

der Gleichung 

(a;-ri)(a;-r2)^ + 2/2 + Ä;(y + a; — rO(y + a:— .r2) = 

5oM /wr den Fall ri=r^y wo es die nichtssagende Form 

1 = const. 
annimmt (vergl. Seite 20\ genauer bestimmt werden, 

Andeutung. 
Es sei ganz allgemein 



^ ^ qP(ÄJ, 2/, r) 

das Integral irgend einer Differentialgleichung; r und 8 gewisse 
Parameter, c die Integrationsconstante. Dasselbe lässt sich 
auch folgendermassen schreiben 
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S.(p(x,y,r) "^ d ' 

wo c' ebeufalls willkürlich ist. Im Falle tf = versagt der 
Ausdruck (a), der andere dagegen geht über in 

Für unser Beispiel ist, wenn r, = r ^j == r gesetzt wird, 
(p(x, y, r) = (Z;(:r — r) -f (Ä + l)y)(a; — r)*, 

und man erhält alsbald 

X — r + y 



Q,^^^r) + qc + l)y){x-T) 
als Integral der Gleichung 



= const. 



(^ - ^)' äi + f + K^ + y-rY = 0. 



20. Integrire die Gleichung 



Auflosung. 

j/_— _« !A ig 2\og{yx + i + yx—l) + B 

yx^—i ~~ J5 tg 2 log (1/^+1 + yS"-^i) — A ' 



Ä: B ^= const. 



21. Integrire die Gleichung 
{2G^xy + F^dx + (2(72^;«/ + F2)dfj/ + 2D(xdy — ydfa;) = 0. 

Andeutung. 

Dieser Gleichung genügt, wie man sich leicht überzeugt, 
bedingungslos eine Gerade 

x = ay + ß, 

und da sie Specialfall der auf Seite 27 betrachteten Differen- 
tialgleichung ist, so kann sie durch die Substitution 

X = ay -{- u 

in eine hypergeometrische Differentialgleichung transformirt 
werden. 
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22. Integrire die Differentialgleichung 
(x — y + 2n — l)xdy + (a? — y + 2w + ^)ydx = 0, 
im Falle dass n eine ganze positive oder negative Zähl ist 

Andeutung. 

Die Integration führt auf die Gleichung 

d^v rt dv 



u 



du^ du ' 



welche für ganze n eine geschlossene Auflosung zulässt. Vergl. 
hierüber Seite 31. Ist beispielsweise n = 1, so hat man 

' + ^'-^ e^y^y = const. 
l + x + Yxy 

als Integral von 

(x — y+i) xdy + (^ — «/ + ^)ydx. 



23. Integrire 



2xyl{^y' + 2ßx-yy = 0. 
Auflösung, 
const. =|e/^"»"y^+ y fe^^^dcj . . 



CÜ = — - 



24. Integrire 



Auflösung, 
const. = \ —^ a I e~l"^d(o \ . 






Die letzten beiden Aufgaben sind als Specialfälle der auf 
Seite 33 durch quadratische Substitutionen gelösten Differen- 
tialgleichung 

^^^ ^ — 2>^ + «JP^ + 2/J5 — yjp == 
zu behandeln. 



^^^ Transformation von (|^V _ 2 X^ y + A'^, = 0. 

^j — 2 Xjy + Xo = 0. 
25. Zß^e, ^055 die Differentidlgleichmigen 
(a) (g)'-2X,y+Xo = «nd b)^^ + <P« + ^ = 
durch die Stibstitution 

m einander übergeführt werden Tcönnen, 

Andeutung. 

Man wende auf (b) die Methode der Variation der Con- 
stanten an. Aus 

dx ' ^ 
folgt 



i 



wird c als veränderlich betrachtet und mit y bezeichnet; so ist 

\z^ = y —J ijjdx, zz =y — ^, 
und das liefert in (b) eingesetzt 

Vergleicht man dieses mit (a) und bestimmt 9 und ^, so wird 

^> = ±^/x^ und !^ = i(^y, 



also 



*^*=y-^' 



d. h., es ergiebt sich oben erwähnte Substitution. 

Das Resultat lässt sich folgendermassen aussprechen: 
Führt man in die Differentialgleichung zweiten Grades 

(gr-2x,,+x„=o 

den Ausdruck 

ein, so zerföllt dieselbe in zwei Differentialgleichungen ersten 
Grades, es entsteht nämlich 



y = \z^-^^ 



Transformation von y^) — 2 X, 1/ + X„ = 0. 
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[,i£ + .yx.+i(5)-][,|£-.yx; + i(|)']_o. 

Im Uebrigen sei bemerkt, dass die weitere Integration dieser 
Gleichungen nur sehr selten geleistet werden kann. 



26. Integrire die Gleichung 

Andeutung. 
Hier ist 

Xi = ^bx^, Xq = — x^{ax + c), 
folglich führt die Integration auf eine Gleichung der Form 

und von dieser haben wir auf Seite 32 gezeigt^ dass sie in 
die Biccati'sche Gleichung 

j^, + ^M» = 

transformirt werden kann. 



37. Integrire 

(^y-2X,y + X, = 0, 
wenn . ,.. 

wo f eine beliebige Function von x bezeichnet 

Andeutung. 
Für 

erhält man 

welche Gleichung den integrirenden Divisor 
und das Integral 

yF^ + log {f±.^) = COnst. 

besitzt. Der vorgelegten Gleichung genügt daher 
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+ log (/ + V2y - D = const., 



wobei einmal nur das obere, dann nur das untere Vorzeichen 
benutzt werden darf. 



Differentialgleiehiingen, welche durch hsrpergeometrische 
Functionen integrirt werden können. 

28. Integrire die Gleichung 

Xk = x — Uk, ÄJ=1,2, 3. 

Auflösung. 
Das vollständige Integral lautet 

Ol Ot <h 

wobei 



E = y(u — a^ ) (m — «a) (w — «3) (w — x) 
und die Constanten an die Bedingung 

c, + c, + c,^o 

geknüpft sind. Denn führt man selbiges in die DiflFerential- 
gleichuDg ein, so entsteht auf der linken Seite 



00 00 00 



^'[(ir-r^«] + ^« [(i^^^»] + ^=> [(li^r^']=^»+^«+^«=^- 



«2 «1 



39. Integrire die Gleichmig 

+ {%+\x--\-c^x^-)y=0, 
wenn c^ = (n + 1)^- 

Andeutung. 

Für iT" = — erscheint die auf Seite 41 unter Nr. 2 be- 
u 

trachtete Differentialgleichung. 
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30. Integrire die Gleichung 



31. Integrire die Gleichung 
(a + ßx+ yx' + dar»)« g + (a, + ß^x)(a + ßx+yx' + Sx') g 

wenn /J^d + *„ = 0. (Siehe Seite 55 S.) 



33. Integrire die Gleichutigen 

a^(a + 6a;» + ca^») §f + (^o + -Bo«")/ + (A + BiOO'')y 

+ Ai + B^x''=0 
und 

x(a+ b^) ^ +A^f+ (A^+B, x'^)y}-A,+B,x^+C,x''' = 0. 

Andeutung. 

Dieselben kommen durch die Substitution a?'* = w auf 
bekannte Gleichungen zurück. Vergl. Studie III und IV. 



33. Integrire die Differentialgleichung 
(a) g +2(a+ßx-\-yx'-^dx^^ + (a-}-ßx-{-yx'+dxyv=0. 

Andeutung. 
Man zeige, dass überhaupt die Gleichung 



durch die Substitution 



in 



V = we 



Übergeht. Für obiges Beispiel ist also 
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die transformirte Gleichung lautet 

I 

und diese kann leicht integrirt werden. 

Anmerkung. 
Setzt man in (a) 

^ = y, al80^ = g + yS 

SO entstellt die auf Seite 25 betrachtete Differentialgleichung 

. || + 0/ + « + ^a' + }'^ + *^)* = o, 

deren Integration ebenfalls von Gleichung (b) abhängig ist. 
34. Führe die Gleichung 

auf direde Weise in die Differentialgleichung der hypergeamdri- 
schen Beihe über. 

Andeutung. 
Man substituire 

y = {a -{- bx -{- ca?)e + g •{- hx, 
dann entsteht 

{a-Ybx + cxy(%+^')+{a + bx+c^) 

><[Q)-\'2cx) + {a^-\'b^x) + 2{g+hx)]z+{a+bx+ca^)h 

Nun verfüge man über die unbestimmten Zahlen g und h so^ 
dass die linke Seite der letzten Gleichung den Factor 

a -\' bx -{- cx^ '= c{x — £^{x — «2) 
ausscheiden lässt Die Bedingungen hierfür sind 

(^ + äO^+(%+^0(ö' + äO + «o + &o«i + ^0^1^ = 

und man findet hieraus 

g-^hs^ = J^, g + hs2 = ^2y 
wo -^1 und ^2 bekannte Grössen sind. Schliesslich hat man 



n 
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und die Differentialgleichung geht für 

div 

dx 

w 
über in 

(a + 6* + ca:*)g + (-4 + Bx)g + C«; = 0. 
Die weitere Transformation ist bekannt. 



36. Die cfem Connex (1, 2) entsprechende Differentifll- 
glekhung 

K^dx + K^dy -\- K^{xdy — ydx) = 0, 

in welcher die Ki Kegelschnittsformen bedeuten , 

Ki = Äix' + Biy' + Cixy + A-a; + i;,j/ + F,, 

kann in die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
transformirt werden, wenn ihr drei durch ein und denselben 
Punkt gehende Gerade particulär genügen (vergl, Studie II, Seite 29). 
Wie geschieht diese ZurückfUhrung 

a) wenn die drei Geraden parallel der Ordinatenaxe laufen, 
also der Schnittpunkt in die Unendlichkeit gerückt ist? 

b) wenn die drei Geraden durch den Coordinatenanfang 
gehen? 

Andeutung. 

a) Soll der Gleichung die Parallele zur y-Axe x = ii ge- 
nügen, so muss, wenn die überflüssigen Grössen D^ und F^ 
fortgelassen werden, 

iB, + [iB,)f + {C,(i + E, + (i{C,i, + E,)] 

+ ^,^« + A^ + i?', + 4,^» 

identisch für jedes y verschwinden, und wenn ausserdem jedes 
der drei fi gelten soll, welche aus 

Ä,(i^ + A,ii' + D,(i + F, = 

hervorgehen, so fordert das 

B2 =' B^ = C2 -^ Eq = E2 = Cq = 0. 

Die zu betrachtende Gleichung ist somit 

(1) K^dx + {A2X^-}'D2X+F2)dy + A^x^(xdy—ydx) = 0. 

HsYMANN, Studien. 23 
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Substituirt man hier 

so ändert sich die Form der Gleichung nicht; aber dem Werthe 
a? = ft entspricht jetzt ersichtlich der Werth u = cx>, d, h., 
eine der Geraden rückt in die Unendlichkeit. Die Gleichung (1) 
geht dadurch über in 

und ihr genügen zwei im Endlichen liegende Parallele zur 
v-Axe. Wegen der weiteren Transformation in die Differential- 
gleichung der hypergeometrisehen Reihe siehe die vorige 
Aufgabe. 

b) Substituirt man in (1) 

SO erlangt sie die Gestalt 

(3) {a^x^'\-\y^'\-c^x^y^dx^ + {a^x^-\-\y^'\-c^x^y^äy^ 

und an Stelle einer jeden Geraden x = ^i tritt eine andere^ 
deren Gleichung yi = [ix^ ist. Der letzten Differentialgleichung 
genügen sonach drei durch den Coordinatenanfang gehende 

1 X » 

Gerade ; und da aj^ = — , ^i = — > so sind die Substitutionen, 
welche (3) in (2) überführen, 

u fit* + 1 

^1 — — > Vi - ; 

womit die Aufgabe gelöst ist. — Vergl. eine Notiz des Verf. 
in der Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXVIII. Jahrg. S. 54. 



36. Führe die Gleichung 
(Ä+Bxy)xdy+(C-{-i)xy)ydX'\-(Ex'{-Fy){xdy-\'ydx)=0 

auf die Differentialgleichung der hypergeometrischen Beihe mrück. 

Andeutung. 
Setze xy=u und siehe des Weiteren die vorletzte Aufgabe. 
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Hypergeometrisohe Differentialgleiohungssysteme. 

37. Integrire das hypergeometrische DifferentialgleichungS" 
System . 



9>^+i>2j/ + g2^ = ^2 



in welchem 



(p = a •}- bx -^ cx^ •}- dx^ 

Ä = «2 + ^2^ 22 = ^2 + ^2^ 

und Xi wwd Xj beliebige Functionen von x bedeuten, nach der 
Methode von cPÄlembert 

Andeutung. 

Man multiplicire die zweite Gleichung mit einem unbe- 
stimmten Factor & und addire sie zur ersten. Wird 

y -^ 00 =zt 

gesetzt^ so folgen für t und & die Gleichungen 
9 ^ + (Pi + ®i>s.) « = ^. + ®^2 1 

* r 

«pfl + (Pi + ®Pi)®= Qi + ®qi I 

Die erste derselben ist linear, die zweite lässt sich auf die 
hypergeometrisclie Differentialgleichung zurückfähren. Yergl. 
Seite 61 ff. 

• 

38. Benutze die in Studie VIT für die Normalform des 
hypergeometrischen Differentialgleichungssystemes zweiter Klasse 
aufgestellten Integrale zur Herleitung von Gams^schen linearen 
Gleichungen zwischen benachbarten Functionen. 

Andeutung. 
Der Normalform 



dx 
dx 



^:7V+ («-y)^i + y^2 =0 



23 



* 
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genügt^ wie am angegebenen Ort zu ersehen ist^ beispielsweise 

und weil 

SO ergiebt sich durch Einsetzen in obige Gleichungen 
a/3(l - x)F(a + 1, |3+ 1, y + 1) + y(y _ « - ß)F(a, ß, y) 

- (y-<^)(y-ß)F(a, ß,y + l^ = 

und 

-^^Fia+l,ß+l,y+2)-F{a,ß,Y) + Fia,ß,y-\-l) = 0, 

wobei das vierte Element x hinzuzudenken ist 

Benutzt man die anderen particulären Integrale, so hat 
man zuletzt noch eine einfache Buchstabenvertauschung vor- 
zunehmen, damit die Grundform F(a, ß, y, x) erscheint. 



39. Behandle dieselbe Aufgäbe für das System*) 

-('-»)i|-'(;^+-)".- -"-r7iV^" '"-'' 
»(i-')S-'.-(i-«(^E|$i-«)-^ • -0 

bei Zugrundelegung der particulären Integrale 

V, = F{a, ß, y, x), v, = ^-^-fj=^L_ F(a+l,ß-l,y, x). 

Auflösung. 
Aus der ersten Gleichung ergiebt sich 

ß{a-ß+l)x{l-x)F(a+l,ß+l,y+l) 
+ y{y-ß-(a^ß+l)x}F{a,ß,y) 
-y{y-ß)F(a + l,ß-\,y) = 0, 
und aus der zweiten 

(a+l)(a-ß+l)x{l-x)Fia-\-2,ß,y+l)-y(a-y+l)F(a,ß,y) 
+y{a-y-\-l-(a-ß+l)x]Fia+l,ß-l,y) = 0. 

*) Vergl. Königsberger, Theorie der DiffereDtialgleichungen S. 479. 
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40. Bestimme das vollständige Integral des Differential- 
gleichungssystemes 



(1) 



(l-x)^ + (y-a-ß)v,-{-(ß-y)v, = 0\ 



X 



dx 

dVj 
dx 



+ (« — y)«'i + y^2 =0 



in der Umgebung des Punktes a; = cx). 

Andeutung. 

Da die Elimination von V2, beziehentlich v^ aus diesen 
Gleichungen auf 

führt, so lautet das Integralsystem in jenem Fall 
v, = c,p^''F(tt,a-y + l,a-ß+l,^)\ 

+ c,x-fiF{ß,ß-y+l,ß-a + l,^) 

»j = \x-<'F(a, a-y, a-ß+l,^) 

+ hx-fiF(ß, ß-y, ß-a+\,^) 

Zur Bestimmung der Constanten Tc sei ^ = 1; dann folgt aus 
der ersten Gleichung von (1) 

!?g ^ y — g — p 

während aus den Integralen (2) 

i^ — : i . -^(q^^ « — y> g — p + i, 1) ^^ k^ y — a — ß 

und auch 



F{a,a^y + l,a-ß+l,l) 

h y — « — p 



y — ß 






a 



hervorgeht. Der Vergleich der für -^ gefundenen Werthe 
zeigt^ dass 



\ = Ci und ifcg = 



y — a 



Cg. 
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Determinante der AbleituDgen. 



41. Fuhre die 0%isammengehörigen particulären Integrale 
des Systemes (2) der vorigen Aufgabe in das DifferentiälgleicJiung^ 
System (1) ein mm Zwecke der Herstellung Gaus^sclier Relationen. 

Andeutung. 
Substituirt man 

V, = x-<'F{a, « - y + 1, a - /5 + 1, ^) , 

in die erste Gleichung des Systemes (1), so entsteht 
«(l -i-)i^(a + 1, a - y + 1, « - /? + 1, 1) 

+ (y - a - ß)F{a, « _ y + 1, a - ^ + 1, 1) 

+ (ß- y)F(a, a _ y, a _ /3 + 1, i.) = 0. 
Vertauscht man in dieser Identität 



mit 



« — y + 1, a — ^ + 1, — , 



ß 



X 



so findet man 

a{\-x)F{a + \,ß,Y) + iy-a-ß)F{a,ß,Y) 

-(y-ß)F(a,ß-l,r)=0, 
welche Gleichung schon Gauss gegeben hat. 

Benutzt man in gleicher Weise die zweite Gleichung von (1), 
so entsteht 

- aF(a + 1, /3 - 1, y) + (^ _ l)F(a, ß, y) 

+ («-/3+l)F(«,^-l,y) = 0. 
Zwei weitere Relationen folgen durch Vertauschung von aundß. 



(1) 



Determinante der Ableitungen. 

42. Integrire die Differentialgleichung 
y(«) .., y y 

y 



2/(«+i) ... y'' 



y 



(2«) 



t^(»4-l) y{n) 



-0. (^..-fj). 



Determinante der Ableitungen. 
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Andeutung. 

Diese Gleichung kann man sich entstanden denken durch 
Elimination der Coefficienten ün—i bis üq aus den w + 1 gleich- 
zeitig bestehenden linearen Differentialgleichungen 

j^(«+i) + a„_i y^«) H t-öi/ +«0/ =0 

y(2«) + a^i y(2n-l) .j 1. ^^ y(n+l) ^ ^^^ y(n) = Q, 

die alle aus der ersten durch Differentiation hervorgegangen 
sind. Ihnen genügt sonach allen ein Ausdruck von der Form 

(2) y = c^e«^* + c^e^^^ -\ 1- c„e««^, 

und dasselbe gilt von der Gleichung (1). Da (2) mit 2w Con- ' 
stauten ausgestattet ist; welche in (1) nicht vorhanden sind, 
so wird der Ausdruck (2) das vollständige Integral der vor- 
gelegten Differentialgleichung 2w*®' Ordnung sein. 



(1) 



43. Integrire die Differentialgleichung 

y^"-!) ... y y 
y(») ... y' y 



= D, 



y(2n-2) ^ ^ , yin) y{n-l) 

wenn die rechte Seite von der Form B = gef*^ ist, wo g und h 
gegebene Zahleti bedeuten. 

Andeutung. 

Diese Gleichung kann man sich entstanden denken durch 
Elimination der Coefficienten an-^2 bis a^ aus den n gleichzeitig 
bestehenden Differentialgleichungen 



y 



(n) 



+ a„_i y^»»-!) -\ h «1 y + %y =0 



Hierdurch erhält man 



= 



y 



(n) 



+ an-i j/(«-^^ ... y y 



2/^'*+^) +an-iy 



in) 



// / 

y y 



y(2n-l) ^ a„-i J/<««-''') . . . 2/(") »/("-D 
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Determinante der Ableitungen. 



oder 






woraus 

B = ce~*n-i*, c = const. 

folgt. Nun genügt der vorgelegten Differentialgleichung genau 
wie vorhin 

doch müssen, da sie von der (2n — 2)*®^ Ordnung ist, zwischen 
den 2w willkürlichen Constanten c,- und «^ zwei Bedingungen 
stattfinden. Die erste ist 

«1 + «2 H h «n = — «n-r, 

die zweite wird gefunden, wenn man berücksichtigt, dass für 
X = auch D = c werden muss. Nach dem Multiplications- 
satz der Determinanten hat man aber 



Dx=ö = 



^1«! 



n— 1 



c a 

n n 



n— 1 



n 



•1 



««— 1 . . 



a 



n— 1 
n 



C1C2 



Cn •(— 



n(n — 1) 
1)-^ 



1 



.1 



««-1 . . . «n-l 
1 n 



2 



womit die zweite Bedingung festgestellt ist. 

Ist c = 0, wie in der vorigen Aufgabe, so muss eines 
der d gleich Null oder es müssen zwei der a einander 
gleich sein. 

Die ganz analogen Aufgaben für Differenzengleichuugen 
hat Sylvester behandelt. — Vergl. Boole's Treatise on the 
Calculus of finite Diflferences, 3. Edition, pg. 229. — 

Beispiel. 

/^V-. v^ — c 
[dxJ y dx^ ~ ^' 



wobei 



Lösung. 
«1 + «2 = 0, CiC^Cttg — «i)^ 4- c = 0. 



Determinante der Ableitungen. 
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44. Die Determinante 







Vi »2 • • • yn 








/l — 


Vi y% • • • Vn 


} 




in weldier 


fW\ 


Un—l) y{n—l) . . . Un—l) 






y* — 


1 vf-^e 




»1 


— 







genaiter m bestimmen. 

Andeutung. 

Da die Integrale y^ bis jfn der Differentialgleichung 

genügen, wobei ft und s mit a^ und a^ durch 

«ift — a^ = 0, a» + a^ = 

zusammenhängen, so kann man wie auf Seite 200 ff. vorgehen 
und findet 



ninr-l) 



n—1 



^ = (- 1) 4 (2jta,) 2 r(fA), W > 2. 

1 

Ist w = 2, so tritt rechts der Factor e ^ hinzu; für ft = 1 
erscheint das auf Seite 202 gegebene Resultat 



46. Bestimme die Determinante 



D = 



^21 ^22 



in welcher die v,* entdeckende particuläre Integrale des hyper- 
geometrischen Differentialglekhungssystemes zweiter Klasse sind. 



Andeutung. 
Wird das System in der Normalform 



X 



dx 



+ (a — Y)Vy^ 



+ y^2 = 








3G2 



Determinante der AbleitungeD. 



zu Grunde gelegt, so ist zunächst nach Studie VIII 

wo c eine näher zu bestimmende Constante vorstellt. 

Es mögen nun heispielsweise die in Studie VII auf- 
gestellten particularen Lösungen 

benutzt werden; dann ergiebt sieb 

'Y{\-y)F(a,ß,Y,x)F{a-y,ß-y,l-y,x) 
-{y-a){y-ß)xF{a,ß,y+\,x)F{a-y+l,ß-y+\,2-y,x) 

= c(i — xy-"-?. 

Für x = bestimmt sieb c, nämlicb 

C = y(l — y). 

Benutzt man dagegen die in Aufgabe (40) angegebenen 
Lösungen 

t;„ = 3^F[a, « - y + 1, a — /3 + 1, 1); 
v,^^a^?F{ß,ß-y+l,ß-a-\-\,^), 
»81 == ^"Fia, a — y, a — /3 + 1, -^j , 
«.2 = ^ar-/»2?'(ft /3- y, ^ _ « + 1, i-) 

und vertauscht — miir x, dann ergiebt sich 

(y-.a)F{a,a—y+\,cc-ß+\,x)F{ß,ß-y,ß-a + \,x)\ 
-{y—ß)F{ß,ß-y+\,ß-a-\-\,x)F{a,a-y,a-ß+\,x) 

= c(i — xy-"-fi. 

Für a; = bestimmt sich c, nämlich 

c = ß — cc. 
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Integrirender Faotor. — Quadraturen. 

46. Bestimme den integrirenden Factor und das vollständige 
Integral der Differentialgleichung 

Auflösung. 
Mit Benutzung von Studie X findet man leicht^ dass 

— :?! A (y.\ 

^~" y» dx\B/ 
ein integrirender Factor und 

dv r dx j. , 



Yc + iß' - ay)t;«+ 2J ^^ dv 



das Integral der vorgelegten Gleichung ist. Hier ist v = -|- , 

und c wie c bedeuten willkürliche Constanten. 
Weitere Beispiele siehe a. a. 0. 



47. Die Quadraturen 



ß 



und I Vy dx, 



wo 



bedeutet, auszuführen, 

Andeutung. 

Wendet man die auf Seite 96 angegebene Parameter- 
darstellung aU; nach welcher 

x = a{t + ir-^), y = a'»(^« + ^-«), 
so wird 

J W -^ 

wobei 
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Jetzt lassen sich die Irrationalitäten beseitigen^ denn für 

- s=» V entstellt w = ^ I 

- ^ VI-«' 



«y 

und für 

tYf+T^ = V entsteht ^ = ^ fr — T-^l • 

Nun braucht man nur zurück zu substituiren. — Die hier be- 
handelten Integrale hängen mit den bekannten Euler'schen:*) 

'sin (odto 



ß 



fy 



und I ycos ncD sin mdm 



Ycoänä) 

durch die Substitution x = 2a cos co zusammen. Vergl. auch 
die Quadraturen in Studie XII. 



Supplementintegrale. 

48. Bestimme das Supplementintegral für die Differential- 
gleichung der hypergeometrischen Beihen 

(a) a;(l - aj) g + [y - (« + ^ + 1)0:] fl - «^y = /-(a;), 

wenn 

1. f{x) = x(x — ay, 2. f(x) = xZ(a? — a), 3. f{x) = xc^*, 

4. f(x) =f= X cos vic, 5. /'(rr) == x cos^ i/a?, 6. f(x) = i^(a', /5', /, x). 



*) In einer Abhandlung vom 5. Mai 1777, vergl. das IV. Supple- 
ment zu Bd. I. Eap. y der Euler'schen Integralrechnung, findet man 
überhaupt die Di£Perentialformel 

^d€p[f Bin Xq) + g cos Xqp] 

Yia sin wqp + ft cos nqp) 

mittelst der complexen Substitution 

cos qp + i sin qp 

**/ 

ya sinnqp + b cos wqp 

behandelt, und es sei beiläufig bemerkt, dass in jener Abhandlung 
ganz consequent die Bezeichnung 



eingeführt ist. Es rührt also diese Bezeichnung von Euler und 
nicht, wie gewöhnlich behauptet wird, von Gauss her. 



Snpplementintegrale. — Functionalgleichungen. 365 

Andeutung. 

Hier bedeuten alle Zahlen ausser x Constanten; in Bei- 
spiel (6) ist mit F die hypergeometrische Reihe gemeint. 

Den Fall (1) behandle nach Studie XV. In Fall (2) 
diflferenzire Gleichung (a) einmal nach x, wodurch ein Special- 
fall von (1) entsteht Wegen Fall (3) vergl. die nächste 
Aufgabe. Fall (4) und (5) lassen sich leicht auf (3) zurück- 
führen. Fall (6) erledige einmal so, dass für F die Reihe 
benutzt wird, also nach Studie XYI A.; das andere mal so, 
dass für F das bestimmte Integral gesetzt wird, also nach 
Studie XV. 

49. Ermittle eine Function F von u so, dass die Func- 
tionälgleichung 

(a) / («* ~ xy-^Fiii^du = xß-* 

Ml 

besteht. 

Andeutung. 

Setzt man in dem Euler'schen Integral 



eo 



I v^'-^€r^dv = r{ii) 





V == u — X, so entsteht unmittelbar 



oo 



I (u — xy-^er^'du = r(ft)e-^, 



X 



und hieraus folgt, dass in der Gleichung (a) 

Wi = x,u^ = cx>; F(u) == ^ ^« (f* > 0) 

sein muss. 

Anmerkung. 

Die Integrale für die Differentialgleichung der hyper- 
geometrischen Reihe werden gewöhnlich in der Form 

/ (1 — uxy''^q)(u)du 
gegeben. Man wird daher bei der Ableitung eines Supple- 
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mentintegrales die FunctionalgleichuDg (a) dementsprechend 
umzuformen haben^ indem man einfach u durch — ersetzt. 



60. Urmittle eine Function F von u so, dass die Func- 
tionälgleichung 

f (u — xy'-^F(u)du = xa^cr-' 

besteht. Es sei n eine game positive ZaJd, 

Auflösung. 
u,=x, ti^ = oo', F(u) = ^-^^^ u^-f^ ^^^ , (f*>0). 

Der Beweis wird am bequemsten durch den Schluss von n 
auf w + 1 erbracht. Für w = hat man den in der vorher- 
gehenden Aufgabe behandelten Fall. Es sei bemerkt, dass 
F auch zweckmässig in der Form 

dargestellt werden kann. 

61. Bestimme das Supplementintegral 

1. für die Legendr ersehe Gleichung 

(1 - x'') g - 2a; II + n(n + l)y = /-(a:); 

2. für die BesseVsche Gleichung 

3. für die Differentialgleichung 

^' + ^(«1 + \^) fl + («0 + h^ + <^o^)y = f{^)\ 

4. für die hypergeometrische Differentialgleichung 

in welcher q) eine rationale gange FuncHon bezeichnet. 
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Andeutimg. 

Behandle (1) als Sonderfall der hypergeometrischen Diffe- 
rentialgleichung. — Gleichung (2) und (3) führe entweder 
durch die Substitution y = a^z auf eine solche mit linearen 
Coefficienten zurück und benutze Studie XVI, oder betrachte 
diese Gleichungen als Specialfälle der in Studie XV D. unter- 
suchten Differentialgleichung. — In Gleichung (4) werde f 
als rationale ganze Function von x vorausgesetzt, da für ein 
beliebiges f das Supplementintegral nur in Gestalt von viel- 
fachen, bestimmten Integralen (vergl. Studie XVIII, Abschn. II) 
darstellbar ist. 

52. Bestimme das vollständige Integral der Biccati'schen 
Gleichung 

wenn f{x) eine ganze Function bedeutet, 

Andeutung. 
Man führe die Gleichung nach Studie XV /luf 

^ + ax^z = jBo + -Bi^ 

zurück, dann liefert die erweiterte Kummer'sche Methode 

00 00 

e * ^i{Ci e**"**'«^+(72 e«««*«»*-f(7s e«.«x««^+C4C'*"^"»* } du^ du^ 



■'-ff 



2 
Ö 

als vollständiges Integral, einschliesslich des Supplement- 
integrales. Die Constanten sind an nachstehende Bedingungen 
gebunden 

und £1 bis «4 sind die Wurzeln von 

a^ + a = 0. 
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53. Bestimme das Supplementintegral von 

Andeutung. 

Nach der Methode, welche Laplace för die reducirte 
Gleichung gegeben hat, findet man 

OD „n+1 

e='fe~^^{C,W, + --- + 0.+! W„+i } du, 



wobei 



•>'' 



und fj bis f^+i die Wurzeln von 

a«f"+^ + 1 = 
bedeuten. Der Ausdruck für £S verwandelt nämlich die linke 
Seite der vorgelegten Differentialgleichung in 

er wird also das vollständige Integral der reducirten Gleichung 
darstellen, wenn diese Summe verschwindet, dagegen das 
vollständige Integral der nicht reducirten, wenn diese Summe 
gleich B gesetzt wird. 

64. Wenn das Supplementintegral einer Differentialglei- 
chung theilweise oder vollständig in einer ganzen Function be- 
steht, so ist letztere der einfachste Ausdruck einer mehr oder 
weniger verwickelten Integralverhindung , welche hei anderen, Inte- 
grationsmethoden (wie Variation der Constanten) erscheint — 
Man gehe Beispiele hierzu. 

Andeutung. 
Das Supplementintegral der Gleichung 

^ + (a + 2&a; + ^cx')y = ^ + A^ + ' ' • + ^^^ 

lautet 

y = «0 + <^i^ H V a^-2i»^""^ 

wo die a und B in bekannter Weise zu bestimmen sind. 
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Integrirt man die Gleichung ausserdem in der sonst 
üblichen Art und vergleicht die Resultate, so gelangt man zu 
der Reductionsformel 

/ (Aq + A^x -I f- Af,xf)€f^-^'^'-^'dx 

= («0 + «1^ H h a^i^200f'-^)€f^-^'^'+^' 

+J{Bq + B^x)^''^'^"'^' dx + const. 

Es versteht sich von selbst, dass die Richtigkeit solch ein- 
facher Beziehungen auch ohne Bezug auf Differentialglei- 
chungen bestätigt werden kann; in complicirteren Fällen hat 
aber das hier erwähnte Verfahren seine Vorzüge. 
Bedudre in gleicher Weise das Integral 

/ (a; — ay-^{x — ly-^ {x — cy-^{AQ ^-A^x-] 1- A^xf')dx. 

66. Integrire die Differentialgleichung 
(1) x(h^ + c^x + ^3^?^ + («2 + h^ + ^2^') ^ 

+ («1 + h,x)^ + aQy^O 
vollständig, wenn ihr y = oo^ partimlär genügt. 

Andeutung. 

Diese Gleichung kann man sich durch Elimination einer 
Veränderlichen aus folgenden beiden Gleichungen entstanden 
denken: 

(«) xy'—Xy = 0, 

(ß) K + ßi^ + n=^>" + («1 + ßi^i^y + «0« = 0, 

denn für die auf diese Weise hergeleitete Differentialgleichung 
ist charakteristisch, dass sie mit der reducirten Gleichung (a) 
ein Integral gemein haben muss, d. h., dass ihr y = x^ par- 
ticulär genügt. Die Aufgabe kommt also auf die Bestimmung 
des Supplementintegrales von (a) hinaus. 

Aus (a) folgt durch w-fache Differentiation 

xy^»+^) 4* (w — A)t/<«) =;s(«), oder y<«) ==ä^-» I x''-^-^0^''^dx, 

Ueymann, Studien. 24 
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und der letzte Ausdruck muss für n = 0, 1, 2, 3 die Glei- 
chung (1) — ihrer Entstehung gemäss — nothwendig in die 
Gleichung (ß) verwandeln, wenn die durch die Existenz der 
Particularlösung geforderten Bedingungen bestehen. Diese 
werden gefunden durch Einführung von y = a^ in (1) und 
lauten 

^3 A(A — 1)(A - 2) + c^X(X — 1) + 6iA + «0 = 
c,{X - 1)(A _ 2) + 6, (A - 1) + ai = ; 

h(k-2) + a^ ^ =0, 

sie reduciren sich nach Elimination von' A, welches der letzten 
Gleichung zu entnehmen ist, auf zwei. 

Was nun das vollständige Integral der Gleichung (1) 
anlangt, so hat man 

unter 0^ und jefg zwei particuläre Integrale von (/5) verstanden. 
Diese letzteren sind hypergeometrische Beihen, in der üblichen 
Bezeichnung etwa 

0^ = F(a, ft y, m + nx), 

z^ = {m + nxy'-yF(a — y + 1, j3 — y+1, 2 — y, w + nx), 

wo die Constanten a, /5, y, m, w von denjenigen der Gleichung 
(^) abhängen. Denkt man sich F explicite als Reihe ge- 
schrieben und benutzt die symbolische Bezeichnung 

X 

wobei Xq eine Grenze sei, für welche das Integral verschwindet, 
so lässt sich das vollständige Integral der Gleichung (1) in 
der Form 

(2) y=a^ { C,+CJEla,ß,Y,v)+C^v^-yF(a-Y-\-l,ß-Y+l,2-y,v) } 

darstellen, worin die Potenzen des vierten Elementes v durch- 
weg als Symbole des Integralausdruckes (y) verstanden wer- 
den müssen. 
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56. Behandle in ähnlicher Weise die Differentialgleichung 
(% + 68^)^ + («2 + &2^)5^ + («i + ^^)j2 + K + V)2/=0 
unter der Bedingung, dass ihr y = ^ genügt 

Andeutung. 
Die Gleichung entsteht, wenn aus 

(«2 + ß2^y'+ («1 + ßi^y+ («0 + ßo^)^ = 

und 

y — Xy^z 

die Veränderliche 8 eliminirt wird. Man bestimme also das 
Supplementintegral der letzten Gleichung und beachte die 
Substitution 

Vergl. eine Notiz des Verf. in der Zeitschr. f. Math. u. 
Phys. XXX. Jahrg. S. 127. 



57. Integrire vollständig jene Differentialgleichung, welche 
das Besultat der Elimination von ist aus 

(«2 + 62a; + c^x^)y''+ («1 + hix)y + a^y = z 

und 

xz — Xz = 0. 

Andeutung. 

Die Aufgabe kommt auf die vollständige Integration der 
Gleichung 

(«2 + \x + c<^x^^y'-\' («1 + &i^)/+ %^ = c^? c == const. 
hinaus. Vergl. Aufgabe 48. 



58. Integrire vollständig jene Differentialgleichung vierter 
Ordnung, welche das Resultat der Elimination von z ist aus 

(«2 + b^x + c^x^)y'+ («1 + \x)y+ a^y =^\ 
und x(l — x)/'+ [y — (a + ß + l)x']/— aßz = 0* 



24* 
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Andeutung. 

Die Aufgabe besteht in der vollständigen Integration der 
ersten dieser beiden Gleichungen ^ also besonders in der Er- 
mittelung von zwei Supplementintegralen, die zu 

gehören, wo z^ und z^ hypergeometrische Functionen bedeuten. 
Vergl. Aufgabe 48. 

59. Behandele dieselbe Aufgäbe, wenn die Gleichungen 
(«2 + hx)y'+ {a, + &,rr)/+ (a^ + bQx)y = z 
und a?/'+ (i? + 9^ + ^)^'+ i>^ =0 

zu Grunde gelegt werden. 



Differentialresolventen und ihre Integrale. 
60. Bestätige die Formeln 

w -e-||[«Ä-*]»- 

Anmerkung. 

Diese Formeln, welche sich besonders in der englischen 
Literatur finden, spielen in der Theorie der linearen Differen- 
tialgleichungen eine wichtige Rolle; wir benutzen sie bei der 
Darstellung der Differentialresolventen. — Unter f werde eine 
ganze algebraische Function verstanden, und man achte darauf, 

X ^J nicht gleich 

^ 4 ist, Sonden, 

/ d\* d 

\ dxJ dx 



dx 
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also die Dififerentiationen nach einander auszuführen sind. Statt 
X -^~ schreibt man zuweilen auch 



dx dlx 



61. Beweise die Formel 
(a) — 7-71— = (— IrW'-T-^ 

Andeutung. 
Nach Formel (4) der vorigen Aufgabe ist 

d I I ifc = *=:ü 

CT — 1 

d^ti^'-^v .TTr d 



= u-^'l I I w ^ Jc\ u'^-^v 



n — 1 n — 1 

ik=0 Ä:===0 

Der Vergleich dieser Ausdrücke ergiebt die Formel (a) un- 
mittelbar. Auf anderem Wege ist dieselbe von Schlömilch, 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. Jahrg. III S. 65 und von Spitzer, 
Studien, VII. Abschnitt S. 50 hergeleitet worden. Spitzer 
hat die Formel bei der Integration von 

(b) x"{l — xy — -- = yv, wenn « + /3 = 2w, 

dx 

benutzt: diese Gleichung geht nämlich für o; = — , u^^^v = w 
über in die Riccati'sche 

du 
Integrire die Specialfälle von (b) 

x^"" — - = yv und {a? -\- ax -{- hY = yv. 

dor dx^ 



62. Zeige, dass sich die trinomische Gleichung 

tn _|- alr-' + 6 = 
auf jede der Formen 
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(a) 1?« + ir"' + 1=0) 

(b) r + r"* +x = o 

(c) uV" + i>'^ + 1 = Oj 

bringen lässt, und dass diese unter einander durch die Substi- 
tutionen 

i_ 1^ 

|— » = oc* z= w»— *, ri = yx ** = vu^ 
zusammenhängen. 

63. Bezeichnet man die m^^ Potenzen der Wurzeln obiger 
trinomischer Normalformen wie folgt 

^"* = 5? y"* = ^, t;^ = w, 

so besteht zunschen den neuen Veränderlichen der Zusammenhang 



m m 



^ = zx ** = wu"* , 
ausserdem aber auch eine lineare Differentialgleichung der Form 

^ dr dx'\ du""-'] 

Man beweise letzteres. 

Andeutung. • 
Man bilde mittelst der 8 chlo milch' sehen Formel 



d 
d 



7^-'>^'{ L+:^-.m )'f«' + '>t^- '-"» 



die Ableitung — ^^ unter Zugrundelegung der Gleichung (c) 

du 

und führe hierauf statt Uj v die Veränderlichen x, y ein; 

i_ 

ausserdem ersetze man q durch q^x "~*. Die rechte Seite 
von (1) verwandelt sich alsdann in einen gewissen n*®^ Diflfe- 
rentialquotienten. 

Nun entwickele man in derselben Weise unter Zugrunde- 

legung der Gleichung (a) den Quotienten — -^j führe auch 

1*5 

hier statt |, i^ die Veränderlichen x, y ein (siehe vorige Auf- 
gäbe) und ersetze q durch q^x **. Dann ist unmittelbar 
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ersichtlich^ dass auf der linken Seite von (1) der nämliche 
DifiFerentialausdruck entstanden ist als auf der rechten. 



64, Führe die Differentialgleichung (1) in der vorigen 
Aufgabe mit Hilfe der SubsHtutionen 



n 



|— » == rK* == M*»—*, ^=^ ex ** == WU 

auf eine solche zurück , welche nur die Veränderlichen J, ^ oder 
X, e oder u, w enthält j und entwickele die Differentialquotienten 
explicite. 

Andeutung. 

Sobald die Gleichung (1) auf eine mit nur zwei Ver- 
änderlichen reducirt ist; handelt es sich noch um die Ent- 
wickeluDg eines Dififerentialquotienten der Form 



d(x^y w^y] ' 



-^ = u-*" I I \u:^ h\v 

u"" j^f ^ du J 



und das geschieht folgendermassen: 
Man führe in 

r— 1 

d 

die Substitutionen 

u = oc^ und V = x^^y 

ein, dann entsteht (vergl. Aufgabe 60) 
d{x^O ikA L«i ^^ -■ 

r— 1 

In gleicher Weise ist 

oder, wenn S,, eingetragen wird, 
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S = 9-sr'-a^'+'"-«"-JJ[a;^ - ^q + P + Pi - iir] 

Dieses ist die gewünschte Formel, und mittelst derselben 
finden wir für die drei trinomischen Normalformen 

^n ^ 1^«-*+ 1 = 0, y^+ y«~*+aj = 0, UV" + V"^ +1 = 0, 
r^m = ^ y^ = v"^ = w 

folgende drei Differentialresolventen: 

M"s-(-»-['?«Ä+^-']"[^«Ä-?-']'«-«. 

[?'£-?]"" [-a'-(-"-[^Ä-T-i]'-'. 

Ln— s du ' w— sj L duj ^ ^ ins du ' n—s J ' 

wobei 

[Ä]« = Ä;(Ä; - 1) (Ä - 2) . . . (Ä - n + 1). 

Die ersten beiden Resolventen, welche schon Harley in obiger 
Schreibweise gegeben hat, sind von jenen, die wir in Studie XIX, 
Abschn. VI auf ganz anderem Wege erhielten, nicht verschieden. 
— Vergl. auch die Abhandlung des Verf. „üeber die Auflösung 
der allgemeinen trinomischen Gleichung f^ -f" at^"" -|- J = 0." 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXXI. Jahrg. 



65. Zeige mittelst der SchlömilcVschen Formel, dass die 
beiden simultanen Differentialresolventen 

m — {n — 8)s 



= «l 



m 



^1 



wo 






m 
a = 7 ^ 
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durch 

l^rf" und gl = i2"»-(«-*)* 

hef riedigt werden, wenn rj eine beliebige Wurzel von 

rT + W^' +1=0 

bedeutet. — Entwickele die Differentialquotienten wie in der vorigen 
Aufgabe und mge, dass hierbei die auf Seite 289 angegebenen 
Resolventen mm Vorschein kommen. 



66. Zeige^ dass wenn in einer hypergeometrischen Differential- 
gleichung 



n — 1 V — 1 



(1) lT[^£-^J-=«^'JTtÄ-^i]- 

*=0 A:=0 

die Bedingung Xn—i — ^/--i = y^ erfüllt ist, wo A„_i und A^Li 
0wei beliebige Zahlen aus der Reihe X^, A^, Ag, ... beziehentlich 
Vj ^/? ^2 7 • • • -smdf, eine erste Integration möglich ist. — Mache 
davon Anwendung auf die Differentialresolvente der trinomischen 
Gleichung. 

Andeutung. 

Differenzirt man die Gleichung der nächst niederen Ordnung 

n— 2 V — 2 

SO ergiebt sich unter Berücksichtigung der Regeln in Auf- 
gabe 60 

n— 2 



^"'"-'"'(^ Ä - ^'-^) ITt Ä - ^J ^ 



v—2 



und das ist Gleichung (1). Wir können also unter der Be- 
dingung A„_i — AyLi = /li aus (1) durch einmalige Integration 
die Gleichung 

n — 2 y — 2 

ableiten. 
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Uebertragen wir das Resultat auf die trinomische Gleichung 

i2« + |i2 + l = 0, 12'" = 5, 

deren Besolvente nach Studie XIX, Abschn. VI folgender- 
massen lautet 

mf, -.»]f-^s-i7[«ri + 'i^M + «•]?. 

z/ = (— l)*w-»(w — 1)»-S 

so ist iu der vorigen Bezeichnungsweise 

kn^i einer der Werthe 0, 1, 2, . . ., w — 1 ; 

für A„Li wähle man der Einfachheit wegen den Werth — m. 
Die Bedingung der Integrabilitat ist nun 

An_i — An— 1 = w, d. h. An— 1 = w — m, 

und hieraus folgt, dass m eine der Zahlen 1,2, ...,n sein muss. 
Sei m = t, dann giebt obige Resolvente einmal integrirt 

A;=0 * Ä:=ü 

oder auch 

Der Specialwerth ^ = zeigt, dass auch c = 0; nur im Falle 
^ = 2 tritt eine Ausnahme ein, und es wird c = — -J-. 
Für die trinomische Gleichung 

y" + y + ^ = 0, y"" = is, 

deren Resolvente 

ist, wähle man knr-i = ^, dagegen sei An— i irgend einer der 
Werthe 

^^ -, Ä = 0, 1, . . .,n— 1. 

Die Bedingung A„— i — A»- i==n— 1 verlangt, dass k = n — m; 
es muss also m eine der Zahlen 1, 2, . . ., n sein. Nimmt man 
beispielsweise m = 1, so giebt obige Resolvente einmal integrirt 
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oder auch 

Die Constante c ist im Allgemeinen Null; nur für n = 2 ist 



1?» + |i?»^ + 1 = 0) ^^^^ y» + y»-' + x = 0] 



67. Dehne die vorige TJntersuchimg auf die allgemeinen 
Gldchungen 

aus, ZeigCj dass die Ordnung der Besölventen immer um eine 
Einheit erniedrigt werden Jcann, wenn m eine ganze positive 
oder negative Zahl ist. 

68. Integrire die Differentialresolvente einer algebraischen 
Gleichung vollständig^ wenn zwischen den particulären Integralen 
derselben eine lineare homogene Beziehung mit constanten Coeffi- 
cienten stattfindet 

Andeutung. 

Die Differentialresolvente, welcher die m*®° Potenzen 
sämmtlicher Wurzeln yj^ einer Gleichung/ 

2/** + ocstf"^' ^ h Xptf'-P + a;„ = 

genügen, besitzt das allgemeine Integral 

^=2 Gky^, Ck = const. 

Für gewisse ganzzahlige positive oder negative m kann es 
nun eintreten, dass 

womit sich dann die Anzahl der willkürlichen Constanten in z 
von n auf n — 1 vermindern würde. — In diesem Falle er- 
theile man dem allgemeinen Integral die Form 
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n— 2 n—l 



A=0 *=0 



H — m 
yk — 1 



fi — m 



fi^m 



und gehe zur Grenze über, dann entsteht 

n — 2 n — l 

also ein Ausdruck mit der hinreichenden Anzahl von Inte- 
grationsconstanten. 



69. Die Differentialresolvente von 



ist 



n— 5 
in — 1 






z/ = (— l)'»w-'»(n— 1)«-S M > 2 
wwc? diejenige von 

rt~^ + li? + 1 = 0, 1?"* = g 



, n-3 



Setzt man in letztere 



g = a;(z/^'y-« und l = y, 

so wird sie mit der vorhergehendeil Resolvente genau übereinstim- 
men, sobald die Zahlengruppen 

^^""""n^"^ (fc=0,l,...n-2) umi^^^^^,m (Ä; = 0,l,...n-3) 

von einander nicht verschieden sind. 

Kann solches für getoisse m und n stattfinden, tmd was 
bedeutet es? 

Andeutung. 

Sei w = 3; die Zahlengruppen sind dann 

— -^, +-!■ und — m, + m, 

also für m = ^ identisch. Das bedeutet: 
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Die Lösung der cubischen Gleichung 

y^ + y + x = o 

hat die Form 

y = CiVvi + <k V% } ^1 ? ^2 == const , 

wo 1^1 und 7]^ die Wurzeln von 

rf + U + ^=^ 
sind. 

Sei w = 4; die Zahlengruppen sind 

— i;+f, +i ^nd — y, ?^, w, 

also für m = ^ identisch. Die Lösung der biquadratischen 
Gleichung 

f + y+ a; = 
hat sonach die Form 

wo 7ji, 1^2) % ^^® Wurzeln von 

1?« + |i2 + 1 = 
bedeuten. 

Beweise^ dass für n> 4 keine m existiren, welche die Grup- 
pen in völlige üebereinstimmung bringen. 



70. Enttmekele die Differentialresolventen für die trino- 
mische Gleichung vom Grade n = 2 bis n = 5. 

Auflösung. 
Mittelst der Formeln 

findet man nach Studie XVIII, Abschn. I Folgendes: 
Gleichung. Dififerentialresolvente. 

^2 _ 2g, _ 1 = (1 + I*),'- %n = 1 

y3 _ 3y _ 2a; = (1 - a?')y"- xy + ^y = 

,3 _ 31, _ 2 = (1 - |')V'- \H+ Hn = 
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Gleichung. Differentialresolvente. 

y«_4j, -Bx^O (l+x»)y"'+|a:V'+Ha;y-Ay=0 

ij*-4|i,-3=0 (l+|*)V"+6|V+V5V-?l^=0 

y5_ 5y _4a;=0 (1 -x*)yi^- 10a:»y"'- H^a;*y"- V ^cfZ+mv = 

üeber solche Resolventen vergl. auch Besso, Transunti 
Vol. VII, Serie III* der Reale Accademia dei Lincei und Spitzer, 
Untersuchungen im Gebiete linearer Di£ferentialgleichungen, 
Heft 1 und 2. 



71. In BrioscMs Annali di matematica, Serie 11, tofhe 10, 
p. 101 giebt Hermite folgenden Satz: 

Kennt man von einer linearen, Differentialgleichting zweiter 
Ordnung 

y"+i>y + 2y = o 

zwei particuläre Integrale y^ und y^y so genügen die m*®° Potenzen 
z^ und Z2 jener Lösungen der nachstehenden Gleidiung 

r/'+ [pr — (m — 1)/] / 

+ m[^(m— l)/'+^(m— l)pr-{- mqr]z = 0, 

wobei j/i j/2 = ^ gesetzt wurde. 

Wende diesen Satz auf den Fall an, wo y^ und y^ die Wur- 
zeln der Gleichung 

y^ + ^y + 1 = 

sind. 

Andeutung. 

Die Diflferentialresolvente zweiter Ordnung dieser Glei- 
chung ist 

oder 

{4:^a?)f-x^+y^0, 

ausserdem ist y^ y^ = 1. Die Resolvente für die m*®^ Potenzen 
lautet sonach 

(4 — a;^)/'— 0?/+ m^z = 0. 
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73. Es sei 

^ = C,y^ + C.y"^ + \'Cny': 

das vollständige Integral einer linearen Differentialgleichung w*®' 
Ordnung 

die yk und pi bedeuten getmsse Functionen von x. Wie modificirt 
sich das Integral im Fall w = 0? 

Andeutung. 
Der Differentialgleichung gentigt jedenfalls auch 

^__l y^ — l y^— 1 

^ = Gl + C, ^-^ h • • • + Gn ^V- y 

wenn die Constanten an die Bedingung 

C^ + G^ + '- + Cn = 

gebunden werden, und deshalb ist für w = 

Der letzte Ausdruck ist noch nicht das vollständige Integral, 
weil er nur n — 1 willkürliche Constante in sich fasst. In- 
dessen liegt die Sache sehr einfach. Bildet man nämlich die 
Gleichung, welcher 

^ = Ciy!rH VCntfi^ 

genügt, indem man die C aus letztem Integral und aus 



eliminirt, so übersieht man, dass der Coefficient Pq in 

den Factor m besitzen muss, also mit m zugleich verschwindet. 
Der Gleichung genügt daher im Falle w = auch = const., 
mithin ist ihr vollständiges Integral 

is = CJyi + • • • + CnZy» + const. 

c. + c, + . • . + a = 

Uebertrage diesen Satz auf die Differentialresölvente der tri- 
nomischen Gleichung. 



384 Erste Ableitung der Wurzeln. 

73. Bilde die Differentialresolventen m folgenden Gleichungen: 
1) f" +i>r + « = 0. 2)f+py + q = 0, 

unter p und q gegebene Functionen von x verstanden. 
Dann für 

3) y^ + («1 + \^)y + «0 + h^ + ^0^^ = 0, y"* = ^. 

4) y' + af + hy + x^O. 5) y"^ + ay^ + hy + x = 0. 

Andeutung. 
Die Diflferentialresolvente für 

y^ + i?y + 3^ = 

ist 

{p'-H){2pq-pq)y' 

+[{p^-4.q){p'q—pq')—p'\2pq—pq)+pqXpp—2q)]y 

Vergl. Spitzer, Neue Studien über die Integration linearer 
Differentialgleichungen. Zweite Fortsetz. § 80. 

Die Dififerentialresolvente von (1) wird gefunden, wenn 
man auf die letzte Gleichung den Satz von Her mite (Auf- 
gabe 71) für m = — anwendet. 

Die Diflferentialresolvente von (2) wird gefunden, wenn 
man den nämlichen Satz für m = ^ auf die Diflferentialresol- 
vente der algebraischen Resolvente von (2) anwendet. — Wegen 
Aufgabe (3) bis (5) siehe Studie XX, Abschn. XVII. 



74. Stelle die aus der trinomischen Gleichung 

y** — ny + (w — l)x = 
sich ergebende erste Ableitung nach x in der Form 

dar. 

Andeutung. 

Die Bestimmung der « aus n linearen Gleichungen, vergl. 
Studie XX, Abschn. XVII, ist sehr mühevoll, und da man 
von vorn herein weiss, dass sämmtliche a die Discriminante 
der trinomischen Gleichung als Nenner besitzen, so versuche 
man einen Ausdruck für 
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(1 _ a,-i) ^ 



ZU gewinnen. Nun ist 

dy n — 1 1 



dx 



1 y 



dx 



n i_2/ 



n — 1 



n X — y' 



also auch 



^jjn— 1 



dy _ 1 x^'-^y 



-n— 1 



dx n X — y' 
oder nach Subtraction 

^ ^ dx n X — y 

Ersetzt man im letzten Bruch das erste y auf Grund der tri- 
nomischen Gleichung durch 

y = (n— l)(a;— t/) + i/% 
so entsteht 

w(l — x""-^) -^ = n — \ y, 

^ ^ dx X— y ^ 

Hier braucht man nur noch die Division auszuführen. 



75. Behandle dieselbe Aufgäbe für 

rf^ — w|i2 + n — 1 = 0. 

Auflösung. 

(n-l)(l- |«)^-| = (n -l)6«-2 - l^-^n 



.n— 2 



1 — £^ ' 



76. Es mögen 0^, z^, . . ., Zn-i die m^^ Potenzen der Wur- 
zeln ^0' yi» • • •> Vn—i ^wcr algebraischen Gleichung 

^oy** + ^ly**-^ H h Xn-iy + Xn = o 

vorstellen^ und die Coeffmenten der letzteren seien rationale ganze 
Functionen einer Veränderlichen x. 

Man soll die Determinante der Ableitungen 



B = 



'0 



Zi . . • Zn — 1 

Z^ ... Zn—1 



dn—1) «C 
^0 ^1 



1) 



n — 1 



/ ^ d^Zj\ 



bestimmen, 

Hetmann, Studien. 



25 
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Andeutung. 

Die vorgelegte Gleichung besitzt sicher eine Diflferential- 
resolvente der Form 

in welcher die X, gleichfalls rationale Functionen von x sind, 
also kann man die erwähnte Determinante nach dem Ab ei- 
schen Satz durch eine Quadratur bestimmen. Es ist 

2) == xe *' -^o , 
wobei X eine von x unabhängige Constante bedeutet. 



77, Wende vorstehenden Satz auf die trinomisdie Gleichung 

r + ^r^'+^ = o, c = 5* (Ä = o,i...w-i) 

an, 

Andeutung. 
Die Differentialresolyente zu dieser Gleichung ist 



s — 1 n — s — 1 



d^ 



z/ = (— lyn-^s'in — sy-\ 



Beseitigt man die symbolische Form und beachtet, dass 
und 

s — 1 n — s— 1 

^ \ s / ' ^ \ n—s / 2 ' 

so entsteht 

^ ^^^r 2 5 dir-' ' 

folglich wird 

So * * • 5n— 1 



Hn-1) . . . Hn-1) 
»0 »n— 1 
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oder in Worten: Die Determinante der ^^^ liefert als einzige 

Irrationalität von § nur die Quadratwurzel aus der Discri- 
minante der trinomischen Gleichung. 

Um X zu bestimmen, setze man | = 0; dann ist 

«00 • • • «ü,n— 1 



X 



«n— 1,0 • • • «»— l,n— 1 



WO «Ä* die in Studie XIX angegebene Ä*® Ableitung von gt für 
1=0 bedeutet. Die Determinante für x reducirt sich übrigens 
nach Ausscheidung eines rationalen Factors auf eine solche, 
welche nur noch Einheitswurzeln enthält. 
Für die Gleichung zweiten Grades 



hat man beispielsweise 

So »1 

So Si 



2m 



yi* - 4 



78. Behandle dieselbe Aufgabe für die Gleichung 

yn _|_ yn-8 ^ X = 0^ 'f = Z. 
i 

Auflösung. - 
Es ist auf Grund der zugehörigen Differentialresolvente 



0. 



0n—l 



^(»— 1) . . . i^in—l) 
n — 1 



m- 



3C< Ju 



(n-l)(n-s) -\-s 
2 



(af — z/)' 



2n— 3 
2~ 



z/ = (— iyn-''s'(n — sy—\ 

Hier geht aber die Bestimmung der Constanten ä^ schwer 
von statten, weil für den einzig bequemen Specialwerth x = 
eine unbestimmte Form erscheint. Wir können jedoch die 
vorliegende Aufgabe auf die vorige zurückführen, wenn wir 



n 



rn 



die Substitutionen x= ^ « ^ ^ = gg » benutzen, welche 
J/'* + J/"~* + a; = 0, y^=z in ?2" + S^'*~*+1=0, i?''*=g 
überführen. Nun ist 
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A — 1 






und das giebt für ifc == 0, 1, . . . (n — 1); Ä = 0, 1, . . . (n — 1) 
in die gesuchte Determinante eingesetzt nach gehöriger Re- 
duction 



Zn—l 



«(«—1) . . . «(»—1) 
^0 *^n— 1 



n (n — 1) 



(-i) ' » 



K 



&«— 1 



H»-l) . . . H»-l) 
»0 »n— 1 



wobei zur Abkürzung 

n(n — l)(w + «) — 2mn 



28 



= i> 



gesetzt wurde. 

Die letzte Determinante besitzt den Werth 

2n— 8 

unter k die in Aufgabe 77 bestimmte Constante verstanden. 

s 

Restituiren wir jetzt | = a? **, so erhalten wir das Resultat 



'0 



^n— 1 



«(«—1) . . . «(«— 1) 
*0 *^n— 1 



-(-^) 



n(n— 1) 



2 m— - 



(n— 1)(«— «)-H 



2n— 3 



(iC»— ^) 2 . 



Für die Gleichung zweiten Grades 
hat man beispielsweise 



0Q ^1 



mo; 



m — 1 



1/1 — 4« 



Für die Gleichung 

wird das entsprechende Resultat gewonnen, wenn man 

m und s beziehentlich ;mit — m und n — s 
vertauscht. 
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79. Bestimme die Determinante 



D = 



So Sl 



• • §v— 1 



Hi«-l)Hv~l) . . . Kv-l) 
bO »1 &y— 1 



dl* 



= gi*' 



in welcher die t^ (Ä = 0, 1, . . . i; — 1) die particulären Integrale 
der Differentialgleichung 



\-f[^M)i (->«) 



sind, unter f eine algebraische ganze Fundion «**" Chrades 

n— 1 

m = pJTc^ - ^*) 

Andeutung. 

Der Differentialgleichung genügen folgende v hypergeo- 
metrische Reihen 

Ä = 0, 1, . . . (i/ — 1). 
Da sie entwickelt nachstehende Gestalt annimmt 

so sind drei Fälle zu unterscheiden, nämlich ob v > w + 1, 
V = n -\- \ oder v = n. Es ergiebt sich diesen entsprechend 



n— 1 



Für 5 = wird in allen drei Fällen 

1 0...0 

x=Z>(0) = 






Jfc==0 



1...0 
0...1 



, d. h. X = 1. 
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Determinanten von hypergeometrischen Fanctionen. 



80. Bestimme die Determinante 


9 


Vo Vi ■■■ y—i 


D — 


Vo Vi ■■•y'n-i . 

• 




y(»-l)y(n-l, . . . y(«-l) 


in loekher 








= y(A) 



yk (Ä = 0, 1, . . . n — 1) 
die particulären Integrale der Differentialgleichung 

sindj unter q> und tl) ganze Functionen w*®° Grades verstanden. 

Andeutung. 
Die Diflferentialgleichung giebt entwickelt 



y , n(n-l) „ 1 ^"~^y I n 1 ^""S I 

,n • 2 j^n — 1 ' * ^ ^n — 1 ' 



dx' 



dx' 
dx' 



dx' 



n—l 






WO A* die Wurzeln der Gleichung 

tW = 

bedeuten*, infolgedessen findet man leicht^ dass 

yo Vi "• Vn-i 
Vo Vi 



(a)D = 



/?— 1 



• • • Vn-l 



• • • 



• • 



y^n-l)yin-l),,,yin-l) 



n n—l) 



= KX 



n—l 

2 • .^d A — «1 — i ^A 

A:=0 (a;+l) * = 



-h^h 



Betreffs der Bestimmung der Constanten x beachte man 
Folgendes: 

Die particulären Integrale sind hypergeometrische Reihen 
der Form 



yk = ^^^ 



1- 



<p(U 



qp(y9>(^. + i) 



Ä = 0, 1, . . . (n — 1) 



X' 



■■■]■ 



also hat man, sobald die k allgemein gedacht werden, 
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wobei 

A(Ä) = A (A — 1)(A — 2) . . . a — A + 1). 

Führt man die w^ Werthe für y^*) in die Determinante D ein, 
so lässt letztere die Potenz 

X 



k=0 



ausscheiden, so dass Gleichung (a) von genannter Potenz 

ganz frei und der Specialwerth x = zulässig wird. Für 

diesen ergiebt sich 

1 1 .1 



X = D(0) = 



^1 



• ^n— 1 



1 n — 1 



1 « — 1 



81, Zeige, dass die partictdären Intergrcde der Differential- 
gleichung 

in welcher f eine ganze Function m*®° Grades 

f(h) = Ä'" + • • • + «i/i + ^ü> & ®^^® Constante 
bedeutet j durch das p-fache Integral 



00 



yk 



^ \ 1^ ^ p-r k 1 p J ^A-1 . . . u ^p-^dUi • • • 



du. 







dargestellt werden können^ wevm die nii und li in ganz bestimmter 
Weise von den Goefficienten a,- abhängen und «* eine beliebige 
Wurzel der Gleichung 

vorstellt*). 

*) Die Aufgaben 81 bis 86 sollen die in Studie XIX, Abschn. VI 
über die Integration der Differentialresolventen der trinomischen Glei- 
chung gemachten Bemerkungen erläutern. 
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Andeutung. 
Die Summe 

ArsO 

welche der Differentialgleichung ebenfalls genügen müsste, 
giebt in eine Reihe entwickelt 

wobei 

Lässt man nun Ä successive um v, 2v, . . . wachsen, so ent- 
steht für ganze positive w^, Wg, . . . Wp der Reihe nach 

P,+, = /-^P,,, P,+2. = /-(Ä + i;)r(Ä)P,, etc., 

wo fQi) folgende ganze Function verstellt: 

ft*)-(-i)'|i[^*^'+*]-]j[^^^+*] 

oder 

»-(-i)-(?r(?r-(^r- 

Demnach ist, wenn die Constante Pa unterdrückt wird, 

und eine solche hypergeometrische Reihe stellt bekanntlich 
für Ä = 0, 1, . . . (v — 1) sämmtliche Particularlösungen einer 
linearen Differentialgleichung 



^fi^j-^y 



dar, wenn f dieselbe ganze Function ist, welche in den Reihen 
auftritt, und wenn deren Grad den v*®^ nicht übersteigt. Vergl. 
Studie XVIII und XIX. 

Da f vom Grade m vorausgesetzt wird, so muss 

% + ^2 + • * • + ^i> = ^« 
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Ist 

m^ = m2 = ' ' ' = nip = ly 

also p = m, dann sind die Wurzeln der Charakteristik f von 
einander unabhängig; man hat 

f(h) = (- lyv^ih + Zi)(Ä + ü . . . (Ä + L), 

also den für gewöhnlich betrachteten Fall. 



82, Ermittle die Convergenzbedingungen für die hyper- 
geometrische Reihe F* in der vorigen Aufgabe. 

Auflösung. 

Yf, convergirt für jedes endliche x, so lange 1/ > m. Ist 
V =^ m, so gehört zur Convergenz 

QX"^ < 1 , wobei p = (— 1)*"^-"» • mj»»- m^ • • • m"»^. 
Sollte aber pa?*" = 1, so ergiebt sich als weitere Bedingung 



wi + 1 ^ + ?a + • • • + ^p 



m 



— im—p)>\. 



Ist 1/ < w, so werden neue Betrachtungen schon deshalb 
nöthig, weil man dann nicht mehr im Besitze der hinreichen- 
den Anzahl particulärer Integrale wäre. 



83. Behandle den Fall, in welchem das Integral 



00 



Vk 



Q \ 1^ ^ p^ k 1 p ) ^h-\ . . . ^ip-^du^ . . . dUp 



zufolge negativer li seine Bedeutung verliert 

Andeutung. 
Man differenzire das Integral (7 mal nach x, dann entsteht 

oo 
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und nun wähle man für 6 jene positive ganze Zahl, dass 

6mi + i,- > 0, 

wenn li das absolut grösste der negativen l ist. Die zu- 
gehörige Differentialgleichung geht bei der Differentiation 
über in 



dx 
wobei 



^-<^Ä+')5?'^"i#-»f(-ä^+')'' 



»//,— 1 ^ _ '"p 



/«..— 1 



und also ersichtlich wird, dass auch in dieser 

li in önii + li 

übergegangen ist. Für yu erhält man schliesslich 

X 

C X X^~~^ 







wo die a gewisse Gonstanten bedeuten, nämlich 






Vergl. hierzu Studie XVIII, Abschnitt II und Studie XIX, 
Abschnitt VI. 



84, Zeige, dass sich das p -fache Integral 



00 







= I e ^ ^ ^ *^ ^^^ M^»-^ • • • ti^p-^du^ ' • • dup 



(m^ + m^ + ^ " -{- mj, = m) 
durch die Substitutionen 



U *' 1* "*' M *^ 

p p p 



auf ein (p — lyfaches reduciren lässt. 
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Auflosung. 



Man findet 







X 



'«-1-1 



/ 1 »*j 1 """■*• ■» 1 

^1 •••^„l-i aVi---av 



jt,— 1 ^*'i »^»'ja— 1 



iiH h^ 



[<+-+^^;Li+^*a:.-^-^;::^^+i] 



77) 



86, Uebertrage die in den letzten Aufgaben gefundenen 
Resultate auf die Differentialresolvente der trinomischen Gleichung 

r + S^**""* + 1 = 0, ri'^ = & 

Andeutung. 
Die Resolvente lautet (vergl. Studie XIX) 

und in der vorhin benutzten Bezeichnungsart ist 

V ^==^n, % = 5, mg = w -— s, üi = — m, ^^ = + m, ^ = 2, 

Man kann daher die Resolvente sowie die trinomische Glei- 
chung durch Doppelintegrale, beziehentlich durch eine lineare 
Verbindung solcher Integrale befriedigen. Diese Doppelinte- 
grale haben die Form 



QO QO 



£, = c, jdl j je H+"2+**-l-2 0^,J-m-l,,«-.-^m-l^^,^^^^^^^^ 







«0 = (- 1)» 

und können weiterhin durch die Substitution u^ = u^v auf 
einfache, nämlich 

"^/ J >' +^.S^^+ 1 ^ "^ 
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zurückgeführt werden. Besonders achte man darauf, dass 
der in Aufgabe 83 besprochene Differentiationsprocess an 
obigen Integralen einmal zur Geltung gekommen ist. 



86, Integrire die Differentialgleichung 

Auflosung. 

y = Cl(l — S^Xy + ^2(1 — ^2^y H h C,n(l — Bm^y, 

£"* = !, Ci = const. 



87, Es soll die Laplace'scJie Integralformel 



— 00 



bewiesen werden. 

Andeutung. 

Dieses Integral, welches in der Theorie der trinomischen 
Gleichungen auftritt, vergl. S. 232, kann aus dem Fourier'schen 

-fco Ja 

/ / ^^'^-^)V^^f{v)dudv = 27t f(x), Vi<x<v^ 

— 00 Vi 

erhalten werden, wenn 

f(x) = x^-^e^] ^1 = 0, V2 = (x> 

gewählt wird; es entsteht zunächst 

+00 

( 



(1 4. u v^^y ^(/>) 



p>0, x>0 



QO 



und für ux = a^ 



— 00 
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88. Stelle die natürlichen Logarithmen von den Wurzeln 

der trinomiscJum Gleichung durch bestimmte Integrale und 

Beihen dar, 

Andeutung. 

Legt man die Normalform 

T + ^V"""' + 1 = 0, i?»" = g 
zu Grunde, so ist nach Studie XIX, Abschn. III 

e 00 





m 



+ (ri)"-i 



8 



m 

9—tn 2knY—^ 

k 



Für w = erhält man hieraus das gewünschte Integral, 
nämlich 



QO 



lri= i-^ j dVy I uf^-^^igieH:!) - 9{^k)]dw 



. {2k + 1)«-|/— 1 



«* 



n 

s 



Genau nach demselben Verfahren findet man aus der Reihe 
für 1^"» in Studie XIX, Abschn. IV 

n— 1 



^V =y,^hy 



Ä = 



wobei 

8—1 n — 3 — 1 

k=0 A=ü 

«0=' — ^--— . «A=n(-i)^ iii^-d- 



*=1 



398 Auflösung der trinomischen Gleichung. 

89. Behandle die zweite Nornuüform der trinomischen 

Gleichung 

yn ^ yn-s ^ ^ = 0, jr = ^ 

in gleicher Weise. 

Andeutung. 

Indem man das Integral (5) Studie XIX, Abschn. II 
benutzt und 

ly = (y"^) 

bildet, erhält man 



to" 



2ny—tJ ^ \J wiw^+w^ 



w 

— s 



+ slx)\ 



, (2&+l)«V— 1 

•" 8 



w 



2k7tY^^ 



6k = e * , Ä = 0, 1, ... (5 — 1). 
Diesem Integral entspricht nach Abschn. IV derselben Studie 



die Reihe 

«— 1 



ly^^R, 



h 



wobei 

n — 1 n — s — 1 

^ = (— l)«w,-^5*(n — 5)«--*, 

Hierdurch sind aber nur die Logarithmen jener s Wurzeln 
dargestellt, welche mit x nicht gleichzeitig verschwinden. 
Die Gleichung 

f + y"""' -{- x = 
bleibt ungeändert, wenn man 

s X y 



mit 



n — s ti v~^ 
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vertauscht und sogleich wieder 



1 

-n — s dl at/r n—8 



u = 0?""' , V = yx 

substituirt. Wird daher die vorhin erhaltene 5 -deutige 

Lösung mit 

ly SS d'(nf s, x) 

bezeichnet, so ist eine weitere (n — 5)-deutige Lösung 
d. h. 



3- ?a? — -&• \n, n — 5, a;'*""*/ . 



^ n — 8 

Diese stellt die Logarithmen von jenen n — s Wurzeln der 
vorgelegten Gleichung dar, welche letztere mit x gleichzeitig 
verschwinden. 

90, Löse die Gleichung {n — 2)*®^ Grades 

y^ ^ ny + (n — 1) ^ 

Andeutung. 
Die Gleichung 

+ (w — 2)y + (n - 1) = 
ist aus 

y" — wy + (w — l)x = 
oder auch aus 

j/" — nxy + (w — 1) = 

für X = 1 hervorgegangen. Letztere Gleichungen besitzen in 
diesem Fall die Doppelwurzel y = 1] im üebrigen verfahre 
man nach den Vorschriften über trinomische Gleichungen, 
welche im dritten Kapitel aufgestellt worden sind. 



91. Löse die Gleichung (n — 2)*®° Grades 

(n_ ,)y- _ny--+^ 

(y - 1)' ' ^ 

nach der Andeutung in voriger Aufgabe. 
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92. Löse die Gleichung 

(a) .^-V - (. - ^-i) (. + ^y-' = 0. 

Andeutung. 
Bildet man für die trinomische Gleichung 

(b) 2/" ~" ^y + (^ ~ 1)^ = 

die erste Ableitung ^ = ;t^ , so findet man 

Cb X 

n — 1 1 1 y 



z = 



n 



mithin 
(c) 



y 



rtn-l 



n X 



y' 



y 



xz 



« + 



n 



Eliminirt man nun y aus (b) und (c), so entsteht (a)^ folglich 
können die Wurzeln der Gleichung (a) durch diejenigen der 
Gleichung (b) mittelst 





^ = -J^ oder — 

dx n X — y 


ausg( 


^drückt werden. 


93. Löse die Gleichung 


i^ — at'-l — O 


dwrch Beihen cm f. 


Andeutung. 
Für 


^ yVö ^^^ ^aV~a ^ 


entsteht 


y^ — 4y — bx — 0, 


und dieser genügt: 


trtA/i i4/| tA/| «i/| 

y 6 Il!+^*61+1'»9!+^1M3! + -- 


und 




( 1 /x . x^ . oc^ , \ \ 
6 (il+P*Tl+P» 9! +•••) 




5» (il+P^Bl+PoiOl+'-)y^' 


y 


. 2.6 /x^ , rc' , o;" , \ i/Fi 
+ 6» (3!+^«7!+^10n, + "-)y5» 




'•^Z'/^'-^« *'+«..'"" 4-.. At/5" 



), x'S_l 



+1/5, a^^l. 
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Hierbei ist 

p, =X,X,XM4-\-X,) (4+A,) (4+A,)(4+A,)=77(A) iI(4+A), 
p„=i7(A)i7(4+A)i7(8 + A), 



p,=n(l+X), 
i)9=iI(l+A)i7(5+A), 



p, =iT(2+A), 



p, =/T(3+A), 
l)ii=iI(3+A)iT(7+A), 



Für 



1,^1- h -^ = 2-1, A, = 3.|, A, = 4.t. 
hingegen entsteht 



und 



4a 
5ö 




= 1 



12^ — 4|i2 — 5 = 0, 



und dieser genügt: 

1 
4 

_ 2 
V 



:6 

'^ eT 



(l!+^5 6 1 T^l'iOiii 



+i>ioni + --)>/4^ 






4.9.14/5^ 



8! 

10 



+ V4, r<l- 



4« (F!+^«]^+^'*fe + --)^'. 

Hierbei ist 

na), p,o = nii) -iiCö + A), 

i>ii = i7(l+A)-iT(6 + A), 
i,,, = 77(2 + A). 71(7 + A), 
1,1, = 77(4 + A). 77(9 + A), 



1^6 ^1 ^2 ^3 ^4'^6 

i>e = 77(1 + A), 
2>, = i7(2 + A), 



p, = i7(4 + A), 
A, = -| + 2, A, = 0-f + 2; A3=f + 2, A,=2.f + 2, A 



= 2. 



Der Bedingung aj* < 1 entspricht 
Der Bedingung |^ ^ 1 entspricht 



5M 



5^& 
4*a^ 

4*a' 



< 1 



> 1 



Die Reihen sind in ähnlicher Form auch anderwärts ange- 
geben worden; hier sollen sie als Anwendung von Studie XVIII 
gelten. 



Heymann, Studien. 
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94. Stelle die Wurzeln der Gleichuny 

y^(y — l)(y — a) + rc = 
durch bestimmte Integrale und Reihen dar. 

Andeutung, 
unterscheide die Fälle, je nachdem für x = 

y==0, y = l, y = a 
wird, und benutze im üebrigen Studie XX. 



96. Zeige, dass die als convergent vorausgesetzte Reihe 



S{m) = ao(m) + a^(m) ^ + a^(m) ^ -\ , 

in welcher 

(vergl, Studie XIX) die Eigenschaft 

S(m) . S{(i) = S{m + (i) 
besitzt. 

Andeutung. 
Man multiplicire die Reihen S(m) und S(^) gliedweise 

aus: der Coefficient von -r-, wird sodann 
' hl 

«0 (w) «A (fi) + Y «1 (w) «Ä-i {[i) + -yyg- «2 W aA-2 (f*) H 

und nun beweise man, dass 

[«(m) + a(jii)f = ak{m + [i). 
Letzteres kann ganz elementar geschehen. 



96. Zeige, dass die als convergent vorausgesetzte Reihe 
in welcher 

hs—l , ^ ^—} . 
*=1 
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der trinomischen Gleichung 

r + U""-' + 1 = 

identisch genügt. 

Andeutung. 
Man ertheile der letzten Gleichung die Gestalt 

^' + S + ^*~'* = 
und bilde nach Massgabe der vorigen Aufgabe 

ij» = ao(s) +ai(s) jj+tti{s) 2! + "" 

,^«-»=«^(5 — w) + ai(5 — w)-+a2(5 — m) — + ... 

Ausserdem beweise man direct am Ausdruck für «^(m), dass 
für alle Ä,. nur h = 1 ausgenommen, die Beziehung 

«ä(5) + «*(«•— m) = 

besteht, während für h = 1 

"i (^) + «1 (^ — n) = — 1 

wird. Durch Addition der Reihen erhält man dann ohne 
Weiteres 

was zu beweisen war. 

Dass die Reihe für rj zufolge der w-Deutigkeit von «^ 
sämmtliche n Wurzeln der trinomischen Gleichung darstellt, 
ist schon in Studie XIX, Abschn. IV bemerkt worden. 

Behandle in gleicher Weise die Beihe, welche der Gleichung 

yn ^ yn-s _|_ ^ = 

genügt 

Anmerkung. Man kann im Sinne der letzten beiden 
Aufgaben mit Hinzuziehung von Studie XX eine elementare 
Auflösungsmethode der algebraischen Gleichungen überhaupt 
entwickeln, die sich um so einfacher gestaltet, als die er- 
wähnten ah{ni) Fac torieilen sind. — Verfasser gedenkt auf 
diesen Gegenstand bei anderer Gelegenheit zurück zu kommen. 
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Differenzengleiohtmgen. 

97. Führe die in Studie XXI^ Äbschn. I aufgestellten 
sechs Hauptlösungen der Normalform 

x(l - a:)^(''+2) ^ [(i _ 2x)h + y - (a + /} + l)a;]y<*+i) 

in letgtere ein und reducire auf Gauss' sehe ^^Beziehungen zunsehen 
hena^^hbarten Functionen'^. 

Andeutung. 
Benutzt man die erste Hauptlöeung 

und setzt^ was keine Beschränkung ist, h ^^ 0, so entstellt 
(a+l)(ß-{-l)xil-x)F(a+2,ß+2,Y+2)\ 

+ (j' + i)[y-(« + ^+i)a;]i^(«+i,^+i,y+i) = 0. 

- y (y + l) F{a, ß, y) J 

Das vierte Element ist hier, wie auch in späteren Aufgaben, 
nicht besonders angedeutet. — Die Gleichung findet sich unter 
Nr. IX der Gauss'schen Disquisitiones generales circa seriem 
infinitam, übersetzt von H. Simon, Berlin 1888. 



98. Leite aus der eben entwickelten Gauss'schen Gleichung 
auf Grund der Transformationsformel*) 

F{a, ß, Y, x) = (1 -x)-<'F{c<, Y-ß,Y, ^) 

eine neue ah. 

Andeutung. 
Zunächst entsteht 

{a+l){ß+\)xF{a-\-2,Y-ß,Y + ^, J-^ 

+ (y+l)[y-(« + |8+l)a;]i^(«+l,y-/3,y+l,j^) 

-y(y^X){l-x)F{a, Y-ß,r> ^). 



0, 



*) Eine sehr übersichtliche Zusammenstellung solcher Formeln 
findet man im sechsten Kapitel des Lehrbuchs der Differentialgleichungen 
von Forsyth, übersetzt von Maser. 
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und vertauscht man hier die Elemente 

a ,y — ß y 



x—i 



X 



X 



mit 

a — l /S y — \ 

so ergiebt sich 

«(^-y>F(a+l,|8,y+l) 
+ y b - 1 + (« - |8)a;] i^(«, ft y) =0, 

-y{y-\)F[a- \,ß,r- 1) 
eine Gleichung^ welche sich dadurch auszeichnet, dass immer 
zwei Elemente a und y gleichzeitig um die Einheit abnehmen. 
Aus dieser findet man durch Vertauschung von a und ß unter 
sich eine neue. 



(1) 



(2) 



99. Stelle die sieben Gauss'schen totalen Differenzen- 
gleiehtmgen auf, welche durch die hypergeometrische Reihe be- 
friedigt werden. 

Auflösung. 

Die Gleichungen lauten: 

(y _ 2« - (/} - a)x)F(a, ß, y) 

= { + a(l - x)Fia + 1, ß, y) 

-(y-a)F(tt-l,ß,y), 

(y-2ß + iß- cC)x)F{a, ß, r) 

= { +ß(l-x)F{cc,ß + l,Y) 

-{Y-ß)F{a.ß- \,y), 

,y(y _ 1 _ (2y - « - |3 - \)x)F{a, ß, y) 
+ (Y - a)iy - ß)xF{a, ß, y + l) 
-y(y-l)(l-x)F{a,ß,y-}), 

a(ß - y)xFia + 1, ß, y + 1) 
+ yiy-^—{ß- tt)x)Fia, ß, y) 

-Yiy- l)F(a-l,ß,y-l), 

ß{a - Y)xF{a, |3 + 1, y + 1) 
+ y(y- \-\-{ß-a)x)F{a,ß,y) 

- yir - l)F(a, ^ _ 1, y _ 1), 



(3) = 



1 



(4) = 



(5) = 
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aß{C-l)(l-xy F(a + l,ß + l,y) 

(6) = - ic?[^(^_^)^^_„)(i_,)ji^(«, ft y) 

+ (^-l)(B-l)(C+l) Fia-i,ß-l,y), 

wobei zur Abkürzung 

a — y -\' \ = Ä 

a + ß -y = C 

gesetzt wurde. 

i aßx{l — x)F{a-\;-\,ß-\-l,y\-l) 

(7) Q = Wy[y-\-{a + ß-l)x\F{a,ß,Y) 

\ -Y{Y-l)F{a-\,ß-\,Y-\). 

Die ersten drei Gleichungen sind von Gauss in den Disqui- 
sitiones generales, erster Abschnitt unter Nr. [1], [2] und 
[15] gegeben worden. In denselben ändert sich immer nur 
ein und dasselbe Element um die Einheit; sie stellen also 
lineare Dififerenzengleichungen zweiter Ordnung in Bezug auf 
a, ß und y dar. Wegen ihrer Herleitung vergl. Studie XXI, 
Seite 302. 

Von den nächsten drei Gleichungen sind die ersten beiden 
in der vorigen Aufgabe hergeleitet worden; die unter Nr. 6 
ist neu hinzugekommen, und sie wird verificirt, indem man 
zeigt, dass der Coefficient einer beliebigen Potenz von x in 
der Gesammtentwickelung identisch verschwindet. In jenen 
Gleichungen ändern sich immer die nämlichen zwei Elemente 

ß und y, y und a, a und ß 
gleichzeitig. Setzt man beziehentlich 

ß = ßi + 'h, y==yi + hy « = «! + *, 
v = ri + ^7 « = «1 + A, /5 = /5i + A, 

so gelangt man zu drei linearen Differenzengleichungen in 
Bezug auf h. 

Die letzte, also siebente Gleichung geht unmittelbar aus 
der in Aufgabe (97) abgeleiteten hervor; in selbiger ändern 
sich alle drei Elemente a, j3, y gleichzeitig, und sie stellt ftlr 
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- « = «1 + i^, ß = ßi + ^,^y = yi + J^ 

ebenfalls eine totale Differenzengleichong in Bezug auf h dar. 
Unter den mitgetheilten Gleichungen nimmt die sechste 
eine Sonderstellung ein, insofern sie die Veränderliche h im 
dritten Grade enthalten wird; alle übrigen Gleichungen sind 
dagegen in Bezug auf die unabhängige Veränderliche vom 
ersten Grade oder lassen sich wenigstens leicht auf solche 
zurückführen. 

100, Bestimme für die Gauss' sehe Gleichung [1] im 
ersten Abschnitt der Disguisitiones, also für 

[1] = (y - 2« - (^ - a)x)F+ a(l - x)F{a + 1, ft y) 

- (y - a)F{a - 1, ß, y), 
wo 

F = F(«, ß, y, x), 

ein zweites particuläres Integral, 

Andeutung. 
Setzt man 

^(«. ß, r) = y"", 

so hat man es mit der Differenzengleichong 

«(1 — a;)y<«+i) + (y — 2« — (/3 — a)a;)y«') — (y — a)y^''-» = 

zu thun, und mittelst der Substitution 

^a) _ r(a - y + 1) ^„, 

^ r{cc) 

erhält man hieraus 

(« — y + 1)(1 — x)^'^+^) + (y — 2« — (/J - a)a;)^<«) 

— (1 - a);^«-i) = 0. 

Ebendieselbe Gleichung würde erscheinen, wenn man in Glei- 
chung [1] die Grössen 

a ß y y^""^ 

mit 

a — y+l ß — y+l 2 — y ^''^ 

vertauscht, folglich ist 
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ein zweites particuläres Integral. Die hier verwendete Sub- 
stitution wird gefunden, wenn man die vorgelegte Differenzen- 
gleichung auf die Normalform der hypergeometrischen Diffe- 
renzengleichungen bringt. Vergl. Studie XXI, Abschn. I B. 



101. Bestimme für die Gauss'sche Gleichumj [15] im 
ersten Abschnitt der Disquisitiones, also für 

y(y^l-(2y-a-ß- l)x)F(a, ß, y) 

+ (r-«)(y-/S)^F(«,/S,y+i) 

ein zweites particuläres Integral, 



[15] = 



Andeutung. 
Für 

Fi«, ß, r, ^) = y^'^ 

erhält man die Differenzengleichung 

{y — a){y — /3)a;t/(>'+i) + y(y -^ 1 — (2y — a — ß - l)x)iß') 

und setzt man 

yiY) = r(y)r{a + ß - y)a;->'(l — x)y0^y\ 
so entsteht 

(y-a)(y-ß)(l-x)0'Y+^^+{a+ß-y-l){y-l-{2y-cc-ß-l)x)z^Y) 

--{a + ß — y){a + ß-y—l)^Y-i)==0. 

Ebendieselbe Gleichung würde erscheinen, wenn man in Glei- 
chung [15] die Grössen 

aß y X y^y^ . 

mit 

1 — a l— j3 y — a — ^+1 1—x 0^y^ 

vertauscht, folglich ist 

y(y) = r(y)r{a+ß-y)ar-yO.-x)yF(l^a, l-ß,y-a-ß+l, l~x) 

ein zweites particuläres Integral. — Die verwendete Substi- 
tution findet man wie in voriger Aufgabe. 
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102. Stelle das Integralsystem für das hypergeometriscJie 
Diiferenzengleichungssystem zweiter Klasse auf. 

Andeutung. 

Die Normalform der beiden simultanen DiflFerenzenglei- 
chungen war nach Studie XXI, Abschn. I D 

(1 - x)yf+^)+ (y^a-ß^ h)yf)+ (ß - Y)yf = 0| 

a;y(*+l)+ (a - y)yi^) + (y + h)yf = 0]' 

und hieraus folgt nach Elimination von ^^*) beziehentlich j/'^*' 
x{l — a;)j/(''+*' + [(1 — 2x)h + y - (a + /3 + l)a;]j/f+*>1 

x{\- x)yf+^) + [(l-2x)h-\-Y + l-{a + ß+ l)x]y<i+') 

— (a + Ä)(|3 + A)yW = 

Den letzten Gleichungen genügt nun 



yw _ c'yW + c"y 



12 

(Ä) 

22 



wobei nach Studie XXI, Abschn. I A die Lösungen 

y^^^'^^^^^Fia + kß + k^r + kx) 
y^^i-^-^?i'ty^n- + hß + ^y+i + hx) 

y'^^=i-l)"x-'nY-l-\-h)F{a-y+l,ß-Y+l,2-Y-h,x) 
y^^-^-i-iyar-^rir+h) F{a-Y, ß-y, \-Y-h,x)] 

gewählt werden mögen. Hier sind nur noch die periodischen 
Constanten c und c' zu bestimmen; für diese findet man, 
wenn die zusammengehörigen Integrale in die erste oder 
zweite der simultanen Dififerenzengleichungen eingetragen 
werden, 

c = (y — a)c^ und x{ß — y)c"= c^- 

Das Integralsystem gilt in der Umgebung des singulären 
Punktes x = 0. 

Für jenes in der Umgebung des Punktes x = <x> hin- 
gegen ist 



V 
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yW=(_l)*a^*r(« + Ä)F(« + Ä, a-r+l,a-ß+l, })' 
yW = (_l)*a^*r(« + Ä)F(a + h,a-y, a-ß+1, -}) 
j/W=( - l)*a;--*r(/S +h)F(ß + h,ß-r + hß-a + l,^) 

J/ä' = (- ly^'nß +h) F(ß + h,ß-y, ß-a+ 1, 1) 

Um die Gonstanten zu bestimmen verfahre man wie vorhin; 
der Specialwerth h = — y lehrt, dass 

c = Ci und (/3 — y)c'== (a — y)c2. 



103. Es soll jene lineare DifferenzengUidiung ermittelt 
werden y welcher die Qtiadrate jedweder partimlären Lösung der 
Di/ferenzengleichung 

(a) yx+2 + i?(^)j/*+i + i{^)yx = 
genügen*). 

Andeutung. 

Sei yx = f(x) irgend ein Integral von (a), so erhält 
man eine lineare Gleichung für 0^ = f^i^) auf folgende 
Weise: 

Man quadrire (a), so entsteht 

y^+2 + 2p(x)y^2y^+i +p\x)yl^, = a\^)yl> 

d. h, 

(b) ^^2 +p^(x)0:^i — q^{x)0:, + 2p(x)ya:+2yx^i = 0. 

Lässt man x in (a) um die Einheit wachsen und schreibt 

y^^s = — {p(o(^ + l)yx+2 + q(x + l)yx^i}, 
so folgt durch Quadriren 



*) Es wird nicht inconsequent erscheinen, wenn wir die gewöhn- 
liche Bezeichnung y^ statt y^*^ benutzen ~ namentlich an solchen 

Stellen, wo sich die zweite Schreibweise nicht besonders rechtfertigen 
lässt, oder wie in Aufgabe 103, wo die erste bequemer ist. 
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(1. h. 

(c) 00^ —p^x+l) ZxJ^i — g^(rr+l)^^i 

— 2p{x+\)ci{x+l)ya^2yx^i = 0. 

Nun ist Gelegenheit geboten das Product ya.+2y«+i aus (b) und 
(c) zu eliminiren, und das Schlussresultat besteht in einer 
linearen DiflFerenzengleichung dritter Ordnung 

(d) Z,^ + F{X)Z:^2 + Q{x)g:^i + B(x) g^ = 0. 

Sind fi{x) und /^(a:) zwei von einander verschiedene par- 
ticuläre Integrale von (a), so genügt der Gleichung (d) fl(x), 
/|(ic); es genügt ihr aber auch das Quadrat jeder linearen 
Verbindung von f^ und /'2, also etwa 

Hieraus folgt, dass /i (a?) ^ (ic) für sich eine particuläre Lösung 
von (d) sein muss, also besitzt jene Gleichung dritter Ordnung 
nachstehendes allgemeine Integral 

0, = Aflix) + Br.ix) + Gf,{x)f,{x), 
WO A, B, C periodische Gonstanten bedeuten. 



104. Mcm beweise unter Annahme eines gammhligen nega- 
tiven a oder ß die folgende Formel: 

J'(«,^,y,l).J'(«,^,/,l) = F{("^^J^f),l}, 

wobei 

a + /3 + /}'_y_/+ 1 =0. 

Andeutung. 

Da das vierte Element der hypergeometrischen Reihen auf 
der linken Seite gleich 1 ist, so kommt letztere überein mit 

r(y)r(y-a- p) r(/)r(/- a - p), 
r(y - «) r(Y - ß) ' r(Y'- «) r(/ - ß) ' 

die rechte Seite besteht in nachfolgender Reihe dritter Ordnung: 

'"^l.y/"^ 1.2.y(y+l)y'(/+l) "T * 

Der Beweis wird leicht erbracht, wenn man den Schluss von 
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n auf n -f- 1 anwendet , wo also n = — a eine ganze posiÜTe 
Zahl bezeichnet Im Fall n «= 1 hat man 

Y-ß r-P 1 ßf 

. ; — es 1 ; , 

y y yy 

und das findet wirklich identisch statt, weil die Bedingung 

ß^^y + y— ß 

besteht. — Man vergl. hierüber „Eine Summationsformel'^ von 
L. Saalschütz, Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXXV. Jahrg. S. 186. 



105. Zeige, dass die allgemeine lineare Differenzengleichung 
zweiter Ordnung 

(1) ^y.+ P.^y. + Q.y. = 

mittelst der Substitution 

auf eine Normalform 

(2) d'z, + B,z, = 0, 

in welcher das zweite Glied fehlt, zurückgeführt werden kann, 

Andeutung. 
Mau erbringt den Beweis am einfachsten an den Formen 
(la) Vx^i+PxVx^i + qzVx = 0, 
(2 a) Zx+2 — 2^^i +r:,Zj: = 0, (r^ = 1 + R^) 

welche aus (1) und (2) vermöge 

^Vx = Vx+i — Vx, ^^Vx = yH-2 — 2y*+i + Vx 

unmittelbar hervorgehen. Die Substitution y^ = ^x^x ver- 
wandelt (la) in 

und nun soll 

ör-Px= — 2, ^ — qx=r^ 

^x-\-2 ^«+2 

sein. Wie man sieht; ergiebt sich ^^ &us einer linearen Diffe- 
renzengleichung erster Ordnung; weiter ist 

wegen J^ p^ = — 2 auch 5;-^ p^^i = ■— 2, 
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und multiplicirt man diese Ausdrücke mit sich^ so kommt 

öT— PxPx-1 = 4; 

^04-2 

mithin erhält man 

43. 



r 



Vx^x — 1 



womit die Transformation erledigt ist. 



106. Man soü diejenige Dijferenzengleichung aufstellen, 
welcher der Quotient 

fPx 

^x ■""* ~i 
"Px 

genügt, wenn (p^ und il>x zwei von einander verschiedene parti- 
culäre Integrale der Normalform 

J^0x + Rx^x = Q 

oder 

Zx^2 — 2Zx^i + r^Zx = (r,. = 1 + B^) 

vorstellen. 

Andeutung. 

Zufolge der Definition von (px und il>x ist 

9«+2 — ^^>x-\-i + ^«9« ^^ ö\ 
^a^2 — 2^a>fi + rxil)x == Oj ' 
und setzt man in der ersten dieser Gleichungen 

(Px = Sxifxy 9«+l = Sx+lifx+l, 9a?+2 = S^2ifx+2 

und eliminirt tf^x, so entsteht 

(Sx+2 — 5a:)^ar+2 — 2(5^^-1 — Sx)tx-\-l = 0. 

Aus dieser Gleichung folgt weiter, wenn x um die Einheit 
abnimmt, 

(Sx+l — Sx-l)ifx+l — 2(Sx — Sx^l)ifx = 0, 

und nun ergiebt die Elimination der homogenen ipxy i^x+i, ^«+2 
aus den letzten drei Gleichungen . 

^^ (V2-«J(Vl-Vl) ^ "• 

Der linken Seite dieser Diflferenzengleichung dritter Ordnung 
entspricht in der Theorie der Differentialgleichungen die so- 
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genannte „Schwarz'sche Abgeleitete". Das allgemeine 
Integral ist offenbar 

ein Ausdruck, welcher drei willkürliche periodische Constante 
enthält. 

Führt man das Zeichen z/ ein und benutzt die Symbolik 

SO lautet die Differenzengleichung (a) folgendermassen 



107. Integrire die Normalform der hypergeometrisdien Dif- 
ferenzengleichung zweiter Ordnung 

rfwrcÄ bestimmte Integrale. 

Andeutung. 

Wählt man irgend eine der Hauptlösungen (vergl. Studie 
XXI, Abschn. I A), etwa die erste 

und beachtet, dass 



1 





6>0, c>& 

so wird bis auf einen constanten Factor 

1 

j^A) = r{a + Ä)/ wi*+*-i(l — uy-ß-^{l — ux)-^^^^du. 



Sind die Bedingungen für die Exponenten im Integral nicht 
erfüllt, dann hat man, wie bekannt, nur andere Grenzen ein- 
zuführen. 

Leite das Integral direct her. 
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108. Integrire die Differen^enghichung 

(a) 0^^^) + a,^'+'^ + {aQ + \hy)==O, ^^^ = zQi). 

Andeutung. 

Mittelst ^^^ = Q^y^^\ wo q eine zu bestimmende Constante 
ist, stelle man die Form 

(b) y(Ä+n) _^ ^y(Ä+i) + (a + h) y(*) = (() = Yb^ 
her, in welcher 

« = T^ und x = ^ VK 

Parameter sind. Da Gleichung (b) durch Ä-fache Differentia- 
tion der Differentialgleichung 

nach X entsteht, welche letztere die particulären Integrale 



00 



^a— lg n fjy^ (Ä = 1, 2, . . . , W) 



besitzt, wo «* die Wurzeln von 

£« + l = 

bedeuten, so genügt der DiflFerenzengleichung (b) ein jeder der 
Ausdrücke 



CO 






109. Entwickele die in voriger Aufgabe gefundenen Integrale 
in unendliche Beihen. 

Andeutung. 

Man ersetze e***** durch die entsprechende Reihe, dann 
lassen sich die einzelnen Integrale durch Gammafunctionen 
auswerthen. Die Reihen, welche so entstehen, convergiren 
für jedes endliche x. 
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110. Führe die Differenzengleichung 

(a) a;^<*+2) + (6 + chy^^^) - ^(*) = tf ^^) = zQi) 

auf ihre Normalform 

(b) |g(*+^) + (y + A)£<*+^) — £<*) = 

zurück. 

Andeutung. 

Obige Gleichungen, welche nicht etwa willkürlich auf- 
gestellt, sondern das consequente Ergebniss der Untersuchung 
über die DifiFerenzengleichung der hypergeometrischen Reihe 
sind im Falle, dass die beiden Elemente a und ß unendlich 
gross werden (vergl. Studie XXI, Abschn. I C), stehen in fol- 
gendem Zusammenhang. 

Setzt man 

WO Q eine zu bestimmende Constante bedeutet, so wird 
a92g(Ä+2) + (6 4- cA)9g(*+i) - gW = 0, 

und der Vergleich ergiebt 

1 6 j. a ^ ^ 



(3) 



111. Integrire die in letzter Aufgabe aufgestellte Normalform 

(1) |g(^+2) + (y + Ä)g<*+i> — £<^> = 0. 

Andeutung. 

Nach Studie XXI, Abschn. I C genügten der DifiFerenzen- 
gleichung 

(2) gi2^'+'^ + (y + Ä - 1)^^*+'^ - (« + A)^^*^ = 
die für jedes endliche | convergenten Reihen 

(a) nf - ^^^F{a+h, ß+h, Y+h, 1) 

/? = « 

(b)<) = (-l)*|-*r(y+Ä-l)F(«-y+l,^-y+l,2-y-Ä,|-). 

Nun kann man Gleichung (1) und ihre Lösungen aus 
Gleichung (2) und ihren Lösungen durch einen Grenzübergang 
in folgender Weise erhalten: 
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Man setze erstens 

,,(*) = r(a + A)g<*) und 5 = -^, 
dann wird aus (2) 

(l + ^) li r*+*' + (y + Ä - y g(*+« - g(*' = 
und aus (3 a) 

Für a = oo entsteht 

li g(*+«) + (y + Ä)g(^+i> — £W = 



mit einer ersten Lösung 



r = w+^A- + Ä, ^ + Ä, y + Ä, f^)_^- 






Man setze zweitens 



i2^Ä) = aH<'^) und 1 = 1^, 
dann wird aus (2) 

Si ?*+^^ + (y + A - 1) §<*+^> - ?^ g<*) = 

und aus (3 b) 

Für a = cx) entsteht genau die frühere Gleichung 

|^g(Ä+2) + (y + Ä)g(A+l) - g(Ä) = 

mit einer zweiten Lösung 

/J:=QO 

Geht man in den Reihen wirklich zur Grenze über, so ge- 
langt man zu folgendem Resultat: 
Der DiflPerenzengleichung 

|g(Ä+2) + (y + Ä)g(Ä+l) - g(Ä) = 

genügen die beiden für jedes endliche | convergenten Reihen 

Heymann, Stadien. 27 
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(4) 



(b) g*/' 



(l+vi.T! + 



r 



+•••), 



r(y+Ä) r ' y+Ä 1 ! ' (y+Ä)(y+A+l) 2 ! 
(-l)*|-*r(Ä + y-l) 

[. I 1 S , • _l ü, ) 

l "*" 2— y— /) 1 ! "•" h—y—h)T3—y—h) 2 ! "T" i 



X 



112. Uebertrage die Peteval'sche Integrationsmethode der 
Laplace'schen Differmtialgleichung auf die entsprechende Diffe- 
renzengleichung. 

Andeutung. 

Petzval integrirt die Gleichung von Laplace 

«»o (Ä) y + ^'Pi (Ä) y'= 0, (y = ^f) 

in welcher 9q und (p^ nachstehende ganze Functionen vor- 
stellen, 

9^1 W = &« w" + h ^ «* + *ol ' 

durch folgenden Ausdruck 



y 



= . — 2: 2- . ß J U(pi{u) 



«=:«! 



wobei die Uk und /5;t durch die Partialbruchzerlegung 



_?pW = A 4. Pi I 1 



^« 



W — Of, 



w — a 



bestimmt sind, und für ßk nur ganze negative Zahlen zu- 
gelassen werden können. — Wegen des Beweises siehe Spitzer, 
neue Studien S. 78. 

Diflferenzirt man die Laplace'sche Gleichung sammt ihren 
Lösungen Ämal nach x und setzt x = 0, so entsteht die Dif- 
ferenzengleichung 

[<Poiy) + Ä^i (y)] y<« = 0, j/w = yQi) 

mit den entsprechenden Lösungen 

y^'n ={__.. . ^ y_ . ^h^ u(p,(u) \ . 



«=«* 
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113. Integrire nach der in voriger Aufgabe gegebenen Me- 
thode die Differmzengleichung 

(Ä — 6)t/(^+2) — (3h — 10) j/(^+i) + 2 (Ä — l)!/<*) = 0. 

ÄDdeutung. 
Hier ist 

(p^(u) = — (6^2 — lOu + 2), (pi (w) = w^ — 3w + 2, 
also 

(PqJu) — 6m^4-10u— 2 1 2 3_ 

wqpi(w) u{u — l)(t* — 2) u u—1 u — 2 

und folglich 

yih) = j.^^ [(^ -_ a,)W*i^Ä-2(^ _ ^N_8(^_ 2)-^]) . 
[du P^ J 

Wählt man erstens 

«*= 1, /S;t = — 2, 
so entsteht 

d.h. 

Wählt man zweitens 

cck = 2, |3jfc = — 3, 
so entsteht 

M = 2 

d. h. 

^(A) _ 2*-5(Ä« - 27Ä^ + 260 Ä - 900). 

Man überzeugt sich leicht direct, dass diese Ausdrücke wirk- 
lich der vorgelegten Diflferenzengleichung genügen. 



114. Bestimme nachstehenden höheren Differentialquotienten 

dx^ 
für X = 0. 

Andeutung. 

Die Function y = e^^ genügt der linearen DiflFerential- 
gleichung 

27* 
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^ - n^-y = 0, 

und aus selbiger folgt durch A-fache Differentiation nach x 
und für a; = 

y(*+i) _ „Ä(Ä - 1) . . . (Ä — n + 2)y<»-»+i) = 0. 

Sieht man dies als eine Differenzengleichung bezüglich 
j^*) = y(A) an, so ergiebt eine einfache Integration 

(a) 



y 



w= ^W 



^{C,«j + Cg«j+ t-c,<} 



(I) 



wobei die c willkürliche periodische Constanten und die € 

sämmtliche Wurzeln von 

fi« = 1 

bedeuten. Man hat nun die c so zu bestimmen, dass obiger 
Ausdruck (a) mit 



j^A) 



. d^ 



«=0 



eoincidirt. Da für a? = gleichzeitig 

2/=l, y'=0, y"=0, . . ., 2/<-i) = 0, 

SO findet man aus (a), indem man Ä = 0, l,...,w — 1 setzt 

und die Identität 

h 



rjh) 



h 



n 



(^+') 



r - 



n 



beachtet, 



Ä = 



A=0 



^1«1 



+ Cgfg H + C„6„ =0, 



Diese Gleichungen lehren, dass 
mithin lautet das Schlussresultat 



,Ä -«^ 






r(Ä) 



=0 r{^) 



{«? + «*, + ••• + <}, 



«» = 1, 
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oder in Worten: Alle Ableitungen verschwinden, ausser der 
n^^f 2n^^, Sw*®** u. s. f., welche der Reihe nach die Werthe 



besitzen. 



, n(2w — 1)! w(3w — 1)! n{kn — 1)\ 

'*" 1! 2! (A;-1)I 



115. Bestimme nachstehenden höheren Dijferentialquotienten 

Andeutung. 
Die Differentialgleichung 

welche mit der bekannten bypergeometrischen im Falle a = 
übereinkommt, besitzt ein erstes Integral 

p- = x-y (1 - x)y-fi-K 

Differenzirt man jene Gleichung %mal, so entsteht 

a;(l- a;)2^<'H-«)+[(l-2Ä;)Ä+y— (/3+l)a;]y<*+«— Ä(Ä+/J)j^W= 0, 

und dieser genügt offenbar 

yW = -^{ar-.'(l-aj).'-/»-M5 

dx 

es genügt ihr aber auch nach Studie XXI^ Abschn. I A jede 
der dort angegebenen sechs Hauptlösungen für a = 0, also 
beispielsweise die dritte 

Trausformiren wir dies noch mittelst der Formel 

F(a, 6, c, x) = {1 — xy-^^Fip — a,c — h,c^ x), 

so entsteht 

y(Ä) = k(-iyxr-\l-x)-^r{y-l+h)F{l-h,l-ß-h, 2'-y-h,x\ 

Je = period. Constante, 

und in dieser Gestalt besitzt der Ausdruck den Vorzug, für 
ganze positive h abzubrechen und eine bequeme Bestimmung 
der Gonstanten k^ die hinzugefügt werden durfte^ zuzulassen. 
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Für Ä = 1 ergiebt nämlich der Vergleich 

und man gewinnt, wenn h — 1 durch n ersetzt wird, folgen- 
des Resultat: 



=- xx^y-''{l ^ x)y-^-^-'*F{— n, — ß—n,l — y — nyx)y 
wobei 

Zu einer ähnlichen Formel gelangte Jacobi in seinen „Unter- 
suchungen über die Differentialgleichung der hypergeometri- 
schen Reihe". Crelle's Journal Bd. 56. — Es sei bemerkt, 
dass man an Stelle des particulären Integrales (a) eigentlich 
ein allgemeines mit zwei Gonstanten anzusetzen hat; doch 
findet man sehr bald, dass die zweite Constante den Werth 
Null haben muss. 



116. Man leite aus der letztgefundenen Formel eine neue 
her, indem man x mit — vertauscht 

Andeutung. 
Benutzt man die Formel 

SO entsteht nach einiger Reduction und geeigneter Buchstaben- 
vertauschung 

^-{xß+^-'^[l-x)y-ß} 



dx' 

= xa;/*+«-^(l — ic/-/»-«JP(— n, 1 — /S — w, 1 — y— n, — ), 
wobei 

Vergl. auch Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, Bd. 2 § 13. 
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117. Bestimme ndchstehenden höheren Differentialqtiotienten 

— i {ic'*ß* f • 

dx^ l ) 

Andeutung. 

m 

Die Function j/ = a;'*e* genügt der DiflFerentialgleichung 

^^5! + (^ — na;)y = 0, 
und diese giebt %mal differenzirt 

a^yih+i) ^ (2hx + m- nx)y^^^ ^h{h-n+ l)j/(*-i) = 0. 

Nun stelle man das vollständige Integral dieser Dififerenzen- 
gleichung in Form von hypergeometrischen Functionen (vergl. 
Studie XXI, Abschn. I C) auf und bestimme die beiden perio- 
dischen Constanten durch Annahme zweier speciellen Werthe 
von h derartig, dass der gesuchte Differentialquotient mit dem 
erwähnten Integral coincidirt. 



118. Bestimme nachstehenden höheren Differentialquotienten 



do(^ 



^x-\-ßx'^^ 



Andeutung. 
Die lineare Differentialgleichung, welcher y = e«*+/**'' ge- 
nügt, lautet 

und giebt Amal nach x differenzirt 

yih-^i) — (a -f 2ßx)y^^) — 2/SAy(*-i) = 0. 
Des Weiteren verfahre wie in der vorigen Aufgabe. 



119. Bestimmte das Supplementintegral und das allgemeine 
Integral der Differenzengleichung 

a,yi^-h^) + . . . + a,y^^+^) + (a, + \h)y^^) = f{h), 
wenn f eine ganze Function vqn h vorstellt. 
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Andeutung. 

Man führe die Gleichung nach Massgabe von Studie XXI, 
Abschn. 11 A auf eine solche zurück, deren rechte Seite nur 
noch in einer Constanten besteht, und behandle sie sodann 
als Specialfall der Gleichung von Laplace. 



120. Integrire die Normalform der hypergeom^trischen Dif- 
ferenzengUichung zweiter Ordnung 
(1) x(l — a;)j/<^+2) + [(i _ 2a;)Ä + y — (a + /S + l)x]2^<H-i) 

im Falle y = ä + 1 ^rfer y = ß -\- 1. 

Andeutung. 

Diese Fälle haben das Bemerkens werthe an sich, dass die 
vorgelegte DifiFerenzengleichung in zwei Gleichungen erster 
Ordnung zerföUt. — Ist nämlich y = a + 1, so kann Glei- 
chung (1) als das Resultat der Elimination von z^^^^ aus den 
beiden Gleichungen 

(a) a;t/(*+i) + (« + h)f^) = ^^), (j/W = y{h)) 

(b) (1 - ic);?(*+i) - (/S + Ä) ;g(Ä) = , (^A) = z (Ä)) 

angesehen werden. Infolgedessen ist (1) reducibel, d. h. sie 
hat mit der reducirten Gleichung (a) 

a;j^*+i) + (a + Ä)yW = 

ein Integral gemein; es genügt ihr also particulär 

c = period. Const. 

Ein zweites particuläres Integral von (1) wird offenbar ge- 
funden, wenn man das Supplementintegral der Gleichung (a) 
bestimmt. Da aus (b) 

;^(Ä) = c'(l_^)-Är(|3 + Ä) 

folgt, so lautet (a) 

iCj^H-i) 4- (a + Ä)t/(Ä) = c\\ - x)-^r{ß + Ä), 

oder nach Substitution von 

iß + Ä)v(H-i) + (a + Ä)t;(A) = cV(l — xy-\ 
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und diese besitzt, wie leicht zu sehen, ein Supplementintegral 
der Form 

X 



kjx^-^-^l — x)-fi-^dx, 



WO Xq eine Grenze bedeutet, für welche das Integral ver- 
schwindet, und k so willkürlich wie c' ist. 

Hiernach ist eine zweite particuläre Lösung von (1) 

X 

y{h) =. Jccr-Tiß + h)jaf-^^-^{\ - xy-ß-Hx 
oder, wenn das Binom entwickelt und integrirt wird, 

Diese Reihe stimmt genau mit der in Studie XXI, Abschn. I A 
gegebeneu ersten Hauptlösung überein, sobald dort 

y = « + 1 

gesetzt wird. Der andere Fall y = |3 + 1 geht durch Ver- 
tauschung von a mit ß hervor. 



121. Stelle die Bifferenzengleichung dritter Ordnung auf^ 
welche durch Elimination von z^^^ aus 

(a) J/(^+^) + {a, + 6,A)j/(*+i) + (a, + b^h + c,h')i^') = 0^^), 

(b) X0^'+^^ - (« + h)0^^) = 
hervorgeht, und integrire dieselbe. 

Andeutung. 

Die gesuchte Gleichung hat mit der reducirten Gleichung 
(a) zwei Integrale gemein; ihr genügen also zwei hyper- 
geometrische Functionen. Die dritte particuläre Lösung wird 
gefunden, wenn man das Supplementintegral von Gleichung (a), 
deren rechte Seite wegen (b) 

0^h) == cx^hp^a + h) 
lautet, aufsucht. Vergl. hierüber Studie XXI, Abschn. II. 
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» 

122. Bestimme das Supplementintegräl der Differenzen- 
gleichtmg 

(a) a,y(^+'> + a,j/(*+i) + a,y^'^ = A + M + A^'- 

Andeutung. 
Das Supplementintegräl hat die Form 

und für die a ergiebt sich folgendes Gleichungssystem: 

(«2 + «1 + «o)«o + (2«2 + öt,)«i + (4a2 + a,)a2 = Ä^ 
(«2 + «1 + «o)«i + 2(2a^ + aj)a2 = ^i 

Ist 

«2 + «1 + öf'O = 0, 

SO versagt die Bestimmung der «, und der reducirten Glei- 
chung (a) genügt y^^^ = const., welches particuläre Integral 
überdies den Coefficienten «q völlig unbestimmt macht. 

In diesem Falle setze man das Supplementintegral in der 

Form 

iß) = aji-^- a^h^ + «gÄ^ 

voraus; dann ergiebt sich für die a folgendes Gleichungs- 
system : 

(2^2 + aj«! + (4a2 + a^)a., + (Sa^ -f a^a.^ = A^ 

2{2a^ + a^)a^ + 3(4a2 + a^a^ =^i . 

3(2^2 + «i)a3 =-4. 

Sollte endlich auch 

2a2 + ö^i = 0, 

so versagt die Bestimmung der « abermals, und der redu- 
cirten Gleichung (a) genügt particulär 

y{h) = cji^ ^1 = period. Const., 

welche Lösung den Coefficienten «j völlig unbestimmt macht. 
In diesem Falle hat das Supplementintegral die Form 

und das Gleichungssjstem für die a lautet: 
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«3 + 4«^ = A^ : Ga^ 

«4 = ^2 • 12a2 
wo nun keine weiteren Sonderfalle denkbar sind. 



«2^0 



123. Bestimme das Supplementintegral der Differenzen- 
glekhung 

(a) a„j/(*+^>H h «1 2/^"+') + «0^^'*^ = ^0 + A^ H h-^^i^- 

Andeutung. 

Aus der vorigen Aufgabe schliesst man für diesen all- 
gemeinen Fall unmittelbar Folgendes: 

Das Supplementintegral hat die Form 

so lange der reducirten Gleichung (a) nicht etwa 

2/(*) = Cph^y Cp = period. Const. 

genügt, wo p eine der Zahlen 0, 1, . . ., w — 1 ist. 

Besitzt die Gleichung jenes particuläre Integral, so er- 
fordert das p + 1 Bedingungen zwischen den Coefficienten a,-, 
welche derartig beschaflfen sind, dass neben der Lösung Cph^ 
stets auch die anderen 

gleichzeitig bestehen. Diese Coefficientenbedingungen lassen 
sich übrigens leicht anschreiben, denn es sind dieselben, welche 
stattfinden müssen, wenn die algebraische Gleichung 

««2^" H |-«iJ/ + öo = 

{p -f- l)mal die Wurzel y = 1 enthalten soll, also 

an-{ h «1 + «0 = 

n «n + • • • + 202 + »1 = 
(w — l)n «n + • ' * + 60^3 + 2a2 = 



Während nun die ersten p -\- 1 Glieder des früheren Supple- 
mentintegrales mit letztgenannten particulären Lösungen völlig 
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verschmelzen, tritt jetzt folgender Ausdruck als Supplement- 
integral auf: 

Wird dieser in die linke Seite der DiflFerenzengleichung (a) 

eingeführt, so steigt der Grad zufolge der Bedingungen zwischen 

den a,- nur bis zum ft*®** auf, und die ft + 1 Zahlen Op+i bis 

ccp^iu+i können so bestimmt werden, dass die Coefficienten 

gleicher Potenzen von h auf beiden Seiten der Gleichung (a) 

übereinstimmen. 
« 

124. Leite am der Differentialgleichung 

(a) <p{x£)y = 
und ihrem Integral 

(b) y = Ci^r^i + ^2^* + • • • + Cn^^ 

durch Differentiation nach x eine entsprechende Differenzenglei- 
chung nebst ihren Integralen ab, 

Andeutung. 

Hier ist unter q> eine ganze Function w*^ Grades ihres 

Argumentes zu verstehen, und es gilt, wie schon oft erwähnt, 

die Symbolik 

/ (2 y d d 

\ dxi dx dx ' ' ' 

sodass also 

\ dx/ dx* ' dx^ 

die A/ sind die Wurzeln von 

9(A) = 0. 

Differenzirt man A mal nach x und setzt a? = 1, so ergiebt 

sich aus (a) 

(«) <p(t/ + %^'^ = 0, 

in welcher DiflFerenzengleichung ganz entsprechend die Symbolik 

festzuhalten ist. Ihr Integral wird durch DiflFerentiation von 
(b) gefunden, also 



yf 



Ci 
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dx^ 



= Ciki{li - 1) . . • (A, — Ä + 1) 

a?=l 



oder 

WO Jci eine periodische Constante bedeutet. 
Der Gleichung (a) genügt somit 

(ß) y(^)={^iy{k,rQi—x,)+k,r(h--k,)+'"+knr(h-Xn)}. 

Ist h — Aj negativ, so hat man statt Fih — A/) die comple- 
mentäre Gammafunction 

r(x, - Ä + 1 

einzusetzen. — Die strenge Begründung, dass überhaupt jedwedes 
h zulässig ist, findet man in Studie XXI. 
Sei beispielsweise 

9(if) = jr"- 6y« + lly - 6 = (y - l)(y - 2)(y - 3), 
dann erhält man 

[(y + Ä)" - 6(j^ + hf + 11(3^ + Ä) - 6]y(*) = 
oder 

ylH-3)^ 3(Ä _ l)j^»+«) + 3(Ä - 1)(Ä - 2)j^(*+« 

+ (Ä — 1)(Ä - 2)Qi — 3)j^W = 0. 
Das Integral hierzu lautet, weil 

Aj = 1, A2 = Ä, Ag = u, 

y(») = (_ if {^r(A - 1) + Ä,r(A - 2) + k,r(h - 3) } 

oder 

yih) == (_ i)ä(^ä2+ 5Ä + c)r{h - 3), 

wo -4, jB, C periodische Constanten bedeuten. 



125. Leite aus dem System simultaner Differentialglei- 
chungen 

durch Differentiation ein entsprechendes Differenzengleichungs- 
system ab. 
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Andeutung. 

Differenzirt man h mal nach x und setzt x '= 1^ so folgt 

aus (a) 

Da die particulären Integrale der DiflPerentialgleichungen die 
Form yk = ^kOO^ haben, so genügt der Differenzengleichong 
(b) bis auf eine periodische Constante 

t4*) = (-i)V*r(A-A). 

Um A und f& direct zu bestimmen, substituire man den letzten 
Ausdruck in das System der Differenzengleichungen, dann 
entsteht 

«*lf^l + «*2f^2 H h {Ctkk + A)ft;t H h Cikniln = 0, 

und diese n linearen Gleichungen gestatten eine Berechnung 
der Verhältnisse der ft, wenn A so gewählt wird, dass 

«1, + ^ öj,2 • • • ain 



a. 



21 



^22 I ^ 



«2» 



= 0. 



Bezeichnet man die Wurzeln dieser Gleichung toit A,-, (i=l,2,...,w) 
und die zugehörigen f&;b durch ftK, so nimmt das gesuchte 
Integralsystem folgende Gestalt an 

yf)=(-iy [ cifikir{h-k,)+c2[ik2r(h^k,)+ ... + c„ ^*„n;Ä-A„) } , 



126. Uehertrage die Methode von d^Älembert auf ein 
System linearer Differen^engleichungen. 



Andeutung. 
Liegt ein System von zwei simultanen Gleichungen 

< 

.^aH-l +P2yx + q^^x = ^ 

vor, so multiplicire man eine derselben, etwa die zweite mit 



(1) 
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einem unbestimmten Factor &x+i und addire sie zur ersten. 
Wird 

gesetzt, so folgen für 4 und Sx die Gleichungen 

(2) tx+i + {p, + P,®x+l)tx = Xj + X,&x-\.l\ 

(3) P2^x+l ®x — q2^r-\-l +Pl^x — qi==0 

Die erste derselben ist linear und von der ersten Ordnung; 
die zweite kann durch nachstehende Transformation in eine 
lineare zweiter Ordnung verwandelt werden*). 
Man substituire 

V 

X 

dann entsteht 

(4) p^Vx^iVx-^-l — q2Vx-{-2Vx + PiVl_^i — QiVx-^-lVx = 0, 

und wäre hier q^ = 0, so läge die einfache Gleichung 

vor. Es lässt sich nun von vorn herein so einrichten, dass 
das Glied q2&x+i in (3) wegfällt, wenn man eine neue Ver- 
änderliche mittelst 

^x = ^x+ (Ix 

einführt und in der transformirten Gleichung 

P^d-x^l^x + (P2l^x — ^2)'^^-! + (P2l^x-{-l + Pl)^x] ^ 

+ (Pii^x — q^^x^i + (p, ^x — Qi) J 

die unbestimmte Function (ix so wählt, dass 
Hierdurch ergiebt sich 

P2^x-{-l^x + {P2(^x+l + Pi)^x + (Pi(ix — ?i) = 0, 

welche Gleichung die gewünschte Form hat. — Im Falle 
P2 = 0, wo diese Bestimmung nicht möglich ist, lässt das 
System (1) eine unmittelbare Integration zu. 

Kann man für die DiflFerenzengleichung (5) zwei ver- 
schiedene particuläre Integrale Vx und vj angeben, so kennt 

*) Vergl. Boole'ß Treatise on the calcnlus of finite differences, 
Chap. XII, Art. S, 
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man alsbald zwei zugehörige Functionen &x und &x\ sowie 
tx und tj] aus 

yx + ^x0x = tx 

Vx + ®xZx = tx 

ergeben sich sodann die Integrale des Systemes (1), welche 
allgemein sind, weil 4 und t^ zwei periodische Constanten 
in sich fassen. 

Anmerkung. Die Differenzengleichungen (3) und (5) stehen 
in einem ähnlichen Zusammenhang wie die allgemeine Rice a ti- 
sche Differentialgleichung 

(a) ^+^©« + 20 4-^ = 

und die lineare 

Setzt man nämlich in (a) 

^ v_ l , dv \ 

SO entsteht 

welche der Differenzengleichung (4) entspricht und linear 
wird, wenn jp = 1. Eben dies tritt aber bei jener Gleichung 
ein, welche aus (a) für 

hervorgeht. 

• 127. Zeige, dass die Integration der Differenzengleichung 
^x-\-i^x + p^x+1 + q&x + r = 
auf die einer linearen^ erster Ordnung zurücTckommty wenn ein 
particuläres Integral 

^x = (Px 
bekannt ist. 

Andeutung 

Man setze 

®x = ^x -{- ffx 

und erhält 

^x-{-i^x + {(fx + P)^x^i + (9>H-i + q)^x ^ 

i = U. 

+ <Px-i-i<Px + P9^x^i + Q.9^x + ^ 
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Der letzte von d' freie Theil dieser Gleichung verschwindet 
zufolge der Bedeutung von ipx, und substituirt man noch 

so erscheint 

1 + (9« + P)^x + {<Px+i + 2)^H-i = 0, 
also eine lineare Gleichung. 



138. Zeige^ dass das System 
,jx [Vx+i +Piyx + gti^x = Xj 

Uar+l + PiVx + Q2^x = ^2 

durch hypergeometrische Functionen integrirt werden Tcann^ wenn 

1) P2 constant, jp^ und q^ H^^^'^^, üi quadratisch , 

2) JP2 quadratisch, p^ und q^ linear, q^ constant, 

3) i>2> Pu ?2; 2i sämmtlich linear 
in Bezug auf 00 sind. 

Andeutung. 
Nach Aufgabe 126 wird man auf die Gleichung 

(a) P2^x+i^x — q2^x+i + Pi^x — 3i = 

geführt oder^ nach Substitution von 

Sx = ^. + (*x, ^- = ^S 

X 

auf 

(b) p^V:^2 + {P2(^x+l + Pi)Vx^l + {Pi(lx — qi)V:c = 0, 

wobei 

1) Ist JP2 constant, jPi und jg linear, q^ quadratisch, so wird 
fix linear, also hat die Gleichung (b) die Form 

a^Vx+2 + («1 + hix)vx+i + (a^ + b^x + CqX^)Vx = 0, 
und diese kann durch hypergeometrische Functionen integrirt 
werden, wie in Studie XXI, Abschn. I B gezeigt wurde. 

2) Ist JP2 quadratisch, p^ und ^2 linear, g^ constant, so 
transformire man (a) mittelst 

Ubsmann, Stadien. 28 
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dann entsteht 

p^ — q^Sl:c + jPi^ix+i — g,Äj-Äx4-i = 0, 
d. h. eine Gleichung der ursprünglichen Form, in welcher 

jPg mit q^ und p^ mit q^ 

vertauscht ist. Hiermit ist Fall (2) auf (1) zurückgeföhrt. 
3) Sind alle vier Coefficienten linear, also 

Pi = (^i + ^i^ Qi = Ci + ^i^ 

Ä = ^2 + ^2^ 22 = ^2 + ^2^1 

so würde (b) zufolge des Werthes 

eine ziemlich complicirte Gleichung sein. Setzt man indessen 

in (a) 

@^ = £1, + A, 

unter A eine noch zu bestimmende Gonstante verstanden, so 
erhält man 

> s 
+ P2^^ — {92 — JPl)^ — 2l 

und nun kann man über A so verfügen, dass der Factor 
von X in 

JP2^'- (22— Pi)^ - 9i 
verschwindet; das giebt aber 

62A2 — (^2 — fei)^ — ^1 = 0. 

Nach dieser Transformation erscheint der dritte Fall als 
Specialfall des zweiten. 

129. TJebertrage die Methode von d'Alemhert auf das 
System von drei DifferenzengMchungen 

unter f und Fi ieliebige Functionen von x und unter Nt einen 
linearen Ausdru^lc der abhängigen Veränderlichen mit constanten 
Coefficienten 

Nk = a*w* + hvx + CkW;c (* = 1, 2, 3) 
verstanden. 



0, 
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Andeutung. 
Man schreibe das System wie folgt 

fux+i + (^i^x + \v^ + c^w^ = JF\ 
fVx-\-i + a^Ux + h'^x + C2WX = -F2 

multiplicire die Gleichungen der Reihe nach mit drei con- 
stanten Factoren fi^, ftg, f*3 und addire, dann ergiebt sich 

Hierbei ist 

^x = (JI'iUx + (I2VX + (l^Wx, 

und die fi sind inzwischen so bestimmt worden^ dass 

h^l + *2/*2 + hl^B = ^N 
^l/*l + ^2^*2 + ^3/*3 = '^/^S. 

weshalb A irgend eine Wurzel der cubischen Gleichung 







sem muss. 

Den drei Wurzeln X = A', A", A'" entsprechen nun eben- 
soviel Werthe für jedes der ft, ausserdem folgen aus 

ßx-\-l + A^a: = F 

drei verschiedene jeia? mit drei periodischen Constanten; schliesslich 
findet man aus 

/*/ Wa: + ^2 '^x + (Jl's ^x = ^x 
f*l" Wa. + /Li/' Va, + /*3" t(;a. = 0, 

ff/ I /A' I fff f 

fl^ tl^ + fl2 Vx+ fAg W:, = 0:, 

die Veränderlichen ««a., Va-, w^* — Das Verfahren kann auf 
ein System von n Gleichungen ausgedehnt werden. 



a^ — A 


«2 


«s 


w 


h-x 


&8 


Cl 


<h 


<1( 



/A 



/// 



180. Bestimme das vollständige Integral des Systemes von 
linearen Differenisengleichungen 

Ä = l, 2, ...,w, y^''^ = y(x), 

wenn sämmtliche particiiläre Integrale des auf Ntdl redudrten 
Systemes bekannt sind, mittelst Variation der Constanten. 

28* 



.}.' 
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Andeutung. 

Nach der Voraussetzung kennt man das Integralsystem 
der reducirten Gleichungen, nämlich 

(2) yf = CiJ/if + C2y(-) + • • • + Cnyt^ 

in welchem die c, periodische Constanten bedeuten. Lässt 
man letztere als veränderlich gelten, also 

d = c(*) , c(*-^^) = rf*) + ^c^*) , 
so ist 

(3) t4«+» = (cW + ^cf))t4t^« + • • • + (cf^) + ^4'') 2^^+'), 
und die Substitution von (2) und (3) in (1) ergiebt 

In diesem linearen Gleichungssystem sind die ^cf^ als Un- 
bekannte anzusehen, welche ermittelt werden können, so lange 
die Determinante 



y(x+l) 



11 



i/(H-i) 






y 



(«+« ■ 



nn 



d. h. 



von Null verschieden ist. Das Verschwinden derselben würde 
ein System linearer homogener Beziehungen mit periodischen 
Coefficienten zwischen den j/^^) bedingen, dessen Vorhandensein 
nicht vorausgesetzt werden möge. Es ergiebt sich also 

WO die q>i bekannte Functionen und die d periodische Con- 
stanten sind. Setzt man 

so lautet das vollständige Integralsystem des vorgelegten 
DiflFerenzengleichungssystemes 



